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UNIVERSITATEA TITU MAIORESCU, BUCURESTI
FACULTATEA DE INFORMATICA
INVATAMANT LA DISTANTA

ANALIZA MATEMATICA

Analiza matematici este una din disciplinele de bazi care, pentru profilul INFORMATICA,
este impusa de citre Agentia Nationald pentru Asigurarea Calitatii in Invatimantul Superior
(ARACIS) ca esentiala pentru pregatirea studentilor si pentru depasirea procedurilor de
evaluare si acreditare. Modul de prezentare a acestui material are in vedere particularitatile
invatamantului la distanta, la care studiul individual este determinant. Pentru orice nelamuriri
fata de acest material va rugadm sa contactati tutorele de disciplina care are datoria sa va ajute
oferindu-va toate explicatiile necesare.

Disciplina de Analiza matematica isi propune urmatoarele obiective specifice:

Insusirea notiunilor fundamentale si a algoritmilor specifici de rezolvare a problemelor
privind siruri §i serii numerice si de functii, limita, continuitate, calcul diferential (una
sau mai multe variabile), calcul integral;

Formarea si dezvoltarea bazei matematice a studentilor pentru disciplinele
fundamentale si de specialitate din anii superiori;

Formarea si dezvoltarea aptitudinilor si deprinderilor de analizd logica, formulare

corecta si argumentare fundamentatd, in rezolvarea problemelor tehnico-economice si
de specialitate;

Formarea si dezvoltarea capacitatilor de abstractizare, generalizare si sinteza;
Identificarea corecta a tuturor dimensiunilor unei probleme matematice precum si a
procedurilor ce pot fi utilizate pentru rezolvarea acesteia;

O comparatie criticad a metodelor de rezolvare evidentiind, eventual, calea optima de
solutionare.

Va precizam de asemenea cd, din punct de vedere al verificarilor si al notarii, cu adevarat
importanta este capacitatea pe care trebuie sa o dobandifi si sa o probati de a rezolva toata
tipologia de probleme aplicative aferente materialului teoretic prezentat in continuare. De
aceea va recomanddm sa parcurgeti cu atentie toate problemele rezolvate, sa rezolvati
problemele propuse prin testele de autoevaluare si temele de control; fiti convinsgi ca
examenul final apeleaza la tipurile de probleme prezente in sectiunile mentionate anterior.

SUCCES!

Coordonator disciplina: Conf. univ. dr. Valentin Garban
Tutori: Asist. univ. drd. Zanfir Veronica



UNITATEA DE INVATARE Nr. 1 —
SIRURI SI SERII DE NUMERE SI DE FUNCTII

Obiective urmarite:

1. Tnsusirea notiunilor fundamentale din domeniul sirurilor si seriilor de numere si de functii.
2. Formarea si dezvoltarea bazei matematice a studentilor pentru disciplinele fundamentale si

de specialitate din anii superiori;
3. Formarea deprinderilor de modelare matematica a unor probleme de natura informatica,
tehnica sau economica, cu utilizarea cunostintelor insusite.

Rezumat:

In aceastd unitate de invatare sunt prezentate, pe parcursul primelor doud lectii,
principalele notiuni cu caracter teoretic referitoare la sirurile si seriile de numere reale (0,0 %)

si de numere complexe ([J,0]*) si algoritmii specifici de rezolvare a problemelor care se

refera la siruri si serii de numere:
notiunile de convergentd si limitd a unui sir de numere (reale sau complexe) si de
convergenta si suma a unei serii de numere;
criterii de convergenti pentru siruri si serii de numere (reale, complexe din [1*);
algoritmi pentru calculul limitelor de siruri, in corelatie cu criteriile de convergenta
studiate;
metode de calcul pentru determinarea sumei a numeroase clase de serii numerice
convergente.

In urmitoarele doud lectii sunt prezentate principalele notiuni teoretice referitoare la

convergenta sirurilor si seriilor de functii, a seriilor Taylor si de puteri, precum si algoritmii

cei mai des intalniti pentru rezolvarea problemelor specifice referitoare la tematica acestor

lectii:

e convergenta simpld si uniformd a sirurilor si seriilor de functii, asemanarile si

deosebirile dintre aceste notiuni;
transferul proprietatilor de continuitate, derivabilitate, integrabilitate, existentd a
primitivelor termenilor sirurilor si seriilor de functii uniform convergente asupra
functiei limita, respectiva sumei seriei;
criterii, metode i algoritmi de rezolvare a problemelor de convergentd simplad si
uniforma a sirurilor si seriilor de functii si aplicatii ale lor;
un studiu dezvoltat al seriilor de puteri si al seriilor Taylor si Mac-Laurin, cuprinzand
rezultatele fundamentale referitoare la raza, intervalul si multimea lor de convergenta
si natura convergentei lor pe mulfimea de convergenta, proprietatile sumei unei serii
de puteri pe intervalul de convergentd, (continuitate, derivabilitate, marginire,
integrabilitate Riemann, existenta primitivelor), aplicarea acestor proprietati la calculul
sumei unei serii de puteri si la dezvoltarea a numeroase functii uzuale in serie de
puteri.

Organizarea materialului este urmatoarea:

= Ja inceputul fiecdrei lectii sunt prezentate pe scurt principalele rezultate teoretice,

formule si algoritmi de rezolvare pentru problemele specifice temei studiate;




urmeaza un numar semnificativ de probleme rezolvate, care acopera intreaga gama a
notiunilor teoretice si algoritmilor de rezolvare prezentati anterior;

in finalul fiecarei lectii este propus un test de autoevaluare si la sfarsitul unitatii de
invatare una sau doud teme de control, problemele propuse fiind variate si ordonate
dupa gradul lor de dificultate si acoperind intreaga tematica studiata in unitatea de
invatare respectiva.

Materialul trebuie parcurs in ordinea sa fireasca prezentatd in cuprinsul unitatii de
invatare, inclusiv in porfiunea referitoare la aplicatii. Metoda de studiu va fi cea specifica
disciplinelor matematice, cu utilizarea expresa a adnotarilor facute cu creionul pe tot parcursul
textului. Se recomanda intocmirea unui caiet de probleme. Pentru fiecare tip de exercitiu se
recomanda identificarea algoritmului si descompunerea acestuia in etape succesive. Se
recomanda studierea solutiilor problemelor rezolvate si rezolvarea completd a problemelor
propuse in testele de autoevaluare si in temele de control propuse.

Cuvinte cheie:

Convergentd si limitd a unui sir de numere (reale sau complexe) sau de functii,
convergentd si suma a unei serii de numere sau de functii, convergenta simpla si uniforma a
sirurilor si seriilor de functii; serii de puteri, serii Taylor, serii Mac-Laurin, raza, interval si
multime de convergenta, transferul proprietatilor termenilor asupra limitei sau sumei.

Timp de studiu:

Timpul mediu necesar parcurgerii si insusirii notiunilor teoretice, algoritmilor practici de
rezolvare a problemelor, formarii deprinderilor practice de rezolvare si dobandirii

competentelor anuntate este de aproximativ 2-3 ore de studiu pentru fiecare lectie, intr-un ritm
constant, pe toatd durata semestrului. Se adaugd un timp mediu aproximativ egal pentru
rezolvarea Testelor de autoevaluare si a Temelor de control.




LECTIA 1 - SIRURI DE NUMERE REALE. PUNCTE LIMITA. CONVERGENTA

1. Siruri de numere reale

Definitia 1.1.1. Fie sirul (Xn) de numere reale. Un numar real a se numeste

nell
punct limita al sirului considerat, daca in orice vecinatate a sa se aflad o infinitate de termeni ai
sirului.

Notandu-se cu L multimea punctelor limita pentru sirul (Xn) marginea

nel '’
superioard a mulfimii L se va numi limita superioard a sirului, iar marginea inferioara a
multimii L se va numi limita inferioard a sirului considerat.
Se vascrie: sup(L)=limsup(x, ) si inf(L)=liminf(x,).
N—o0 N—>00
Exemple

_ . (nn .
1) Sirul cu termenul general X =SIH(TJ, Nell, are ca puncte limitd pe

V2 2

-1,
2 2

1 *
2) Sirul cu termenul general X,=—, Nell , va avea LZ{O}, deci
n

Iimsup(xn) = liminf (Xn ) =0, sirul fiind convergent.

n—oo N—co

Definitia 1.1.2. Sirul (Xn) se numeste convergent, daca exista un numar X, astfel

nell
incat pentru (V) €>0, (3) n(e)ell, astfel incat pentru (V) n>n(e) si se verifice
X, —X|<e.

Numarul real X cu proprietatea de mai sus se numeste limita sirului (Xn )neD si se va

scrie lim (x,)=X.

N—o0

Daca un sir (Xn ) este convergent, limitele sale superioara si inferioara sunt egale.

nell
Definitia 1.1.3. Un sir care are limita infinita sau un sir pentru care cele doua limite,
inferioara si superioara, sunt diferite se numeste §ir divergent.
Teorema lui Weierstrass. Orice sir monoton §i marginit este convergent.

Teorema Cesaro-Stolz. Fie sirul (an) oarecare §i (bn )neD monoton crescator de

nell

1—a

.y - . o [ H an+ n . .
numere pozitive, cu lim bn =00, Atunci, dacid exista lim =" =/ va exista s1

n—o0 n—so0 bn+1 — bn

.o d, . . )
lim =2 i cele doua limite vor avea aceeasi valoare.
n—oo n

Consecinta 2. Daca (an )n , (bn )n sunt doua siruri de numere reale cu proprietatile:

N—o0

n
1) lim Zbk —o0, b, ell ], (V) nel;
k=1

8



2) (3) lima, =a.

n—o0

: . a-b+...+a,-b
Atunci (3) lim = by n_n_
oo b +...+D,
Criteriul radicalului
Daca  sirul (an)n este convergent §i are termenii pozitivi, atunci

lim D/al a-. = lim a,

n—oo N—o0
Indicatie de rezolvare:

Se aplica teorema Cesaro-Stolz pentru sirurile (Ig a, )n si b, =N . Atunci

lim 193, +198, + .. +1ga, _ =limlga, = I|m Ig,\”/al a, . = I|m Igan'

n—oo n n—oo
de unde rezulta Ig( lim a”/ -3y ... q, ) = Ig( lim an) si de aici cerinta problemei.
nN—o0 Nn—oo

Criteriul raportului

. a
Daca sirul (@, ). are termenii pozitivi, atunci lim {/a, = lim N+1 " daca ultima
n n—oo n—oo an
limita exista.
Criteriul majorarii

a, —al<b, si I|mb =0, atunci lima, =a.
: n—oo

O reciproci a teoremel Cesaro-Stolz
Daca (an )n ) (bn )n sunt doua siruri de numere reale cu proprietatile:

l)bneDib £0y,, (V) nel;
a(a)hm =lell;

N—o0 h
3) (3 =bell \{1}.
(3) lim - {1
Atunci (3) fim 20t "8 _
n—o by g —b),

Criteriul general de convergenta al lui Cauchy. Conditia necesara si suficienta ca
un sir (Xn )neD sa fie convergent este ca pentru (V) >0, (El) n(s) el , astfel incat

pentru (V) n= n(e) si pentru (V) pell " sa se verifice ‘me — Xn‘ <eg.



2. Siruri in [J K

numesc puncte sau vectori.

: : k . - .
Observatie. Pe multimea [ * se definesc operatiile de adunare si inmultire cu numere
reale prin:

1) x+y=(X+ Y1 X0 + Yo, X + Vi ), (V) X, yelk,
2) oc-Xz(oc-Xl,a-Xz ..... a-xk), (V) XeDk, (V) aell .

(D k e ) are o structura de spatiu vectorial peste corpul K.

Definitia 1.3.1. Fie X <%, O aplicatie (-,- ): X x X =K, (K=0,0) se
numeste produs scalar pe multimea X, daca:
1) (x,x)>0, (V¥ )x6x ( x)=0<x=(0,0,..,0) e ¥;
2) (k% y)=(%hey)=h-(xy), (V) % yeX, (V) heK:
3) (atxe y) =04 ¥)+ (%, ), (V) X0, Yo, Y€ X
<

4) (X, y) < >, (V) X, Y€ X, unde <W> este conjugatul numdrului

complex (y, X).
Pentru K =0 conditia 4) din definifia produsului scalar devine

(% yy={y,x), (V) x,yeX.

Observatie. Pe spatiul vectorial (D k,+,- ) se introduce produsul scalar de forma
k
(X, Y>=in Y-
i=1

Definitia 1.3.2. Fie X clJ K. 0 aplicatie H H X =101, se numeste norma pe X,
daca:
,0)el k
) Xxe X, ( ) oacK;
(V) x,yeX.

1) [|x|=0<x=(0,0,..
2) Jloo- x| =[et]-[x] (v
3) [x+yl<Ix|+[].

Observatie. Pe (D k,+,- ) se introduce norma H H2 : X =[] | definitd cu ajutorul

produsului scalar prin ||X||2 = (X, X>, (V) xelk.

Rezulta i [[X]|, = \/xf XS A X

10



Definitia 1.3.3. Fie acl] k si rell,. Multimea punctelor Xe!] k pentru care

HX — aH2 < I se numeste sfera deschisd cu centrul in a si de razar.

Definitia 1.3.4. Fie ae!] k si el) . Multimea punctelor X €l k pentru care
HX — aH2 < se numeste sfera inchisa cu centrul in a si de razar.

Observatie. In cazul in care a el sfera deschisi devine multimea punctelor X €
pentru care |X —a|<r <> xe(a—r,a+r).

Notatie. Vom nota cu B, (a) sfera cu centrul in a siraza r.
Definitia 1.3.5. Multimea A (] K se numeste deschisd, daci pentru (V) acA

existd o sferd deschisa B, (a) cA.
Exemplu

Intervalele Iy Z{XZ(Xl,XZ,...,Xk )| g <X <by, i 211} sunt multimi deschise

A k
in (051,

Definitia 1.3.6. Fie ac | k.0 multime V <[] K se numeste vecindtate a punctului
a, daca exista o multime deschisa inclusa in V si care-1 contine pe a.

Notatie. Vom nota cu V (a) multimea tuturor vecinatatilor lui a.

Definitia 1.3.7. Fie Ac[] K. Un punct a se numeste punct de acumulare pentru A,
daca (V) Vv eV(a) verifica (V \{a}) NA=J.

Definitia 1.3.8. Se numeste gir in [] K kell™, o aplicatie f :[] —[] K definita

prin f (n)=a,, Nell,unde a, =(ay, ay, .8, ).

nl 1
Notatie: (an )

Exemplu

neld *

n
Sirul (a,), ., @, = sinn—;,% ,nell” estedin [ 2.

Definitia 1.3.9. Sirul (&,) . din [J K este convergent, daca exista a, €[] ¥, astfel

nell
incat (V) €>0, (3) n(e) pentru care ||, —aOH2 <g, (V) n>n(e).

Observatie. Pentru a,,, 8y € K avem:

K
‘ani —aoi‘< (an, 2 )2 =la, — 2|, <Z_1:‘ani —a, ‘

k
i=1
Din aceste inegalitati rezultd c¢a un sir din [ k este convergent dacd si numai daca

sirurile componente (ani ) " i=12,...,k, sunt convergente in [J .
ne

11



Definitia 1.3.10. Sirul (an) din 0% se numeste gir Cauchy daca pentru

nell
(V) >0, (EI) n(s), astfel Tncéat pentru (V) n >n(8) si pentru (‘v’) pell “ 3 avem
rep 2, <

Teorema 1.3.11. Conditia necesara si suficientd ca un sir (an )neD din 1% sa fie

convergent este ca el sa fie sir Cauchy n [ k.

3. Probleme rezolvate

1.4.1) Sa se determine punctele limita pentru urmatoarele siruri:

e 1 cosnr )" . nm
a)un:a(l) +H;b)un:(1+ - J;c)un:smj;

n
dyu, =(-1)"-Yn;e) u, =(1+cosnm)- —.
) Un =(=1)"-Xne) u, =( )

Indicatie de rezolvare:

1 1 1
a) pentru n numdr par, U, =—+— —> —; pentru N numar impar U, =a+— — a,;
a n a n

deci, punctele limitd sunt a si —;

a
b) esil;
€
C) _11 _ﬁl 0’ ﬁl 11
2 2
d -1, 1;

e) pentru N=2K avem Uy =2-

, deci limuy, =2. Pentru Nn=2k +1
k+1 k—>o0

avem U,y ;1 =0, deci kll_r:; Usy .1 = 0. Se obtin punctele limita 2 si 0.

1.4.2] Sa se determine limitele inferioara si superioara pentru urmatoarele siruri:

n
“(;1)+(_1)n.L;
2 2n+1

b) a, _ L gin? ng;
n

1\" [1 n m
c) a,=[1+=| -|=+(=1)" |[+cosn=.
n 2 2
Indicatie de rezolvare:
a) se determini punctele limitdi ale sirului; pentru n numir par

3 . n
— —, lar pentru n numadr impar a, =—
2n+2 2 2n+1

12
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punctelor limiti este L=<—=,—% de unde rezulti ci limsupa,=— si
2 2 N—o0 2
. 1
liminfa, =—=;
N—»00 2

b) limsupa, =2 si liminf a, :E;
e300 N—o 2

c) limsupa, =§-e+1 si liminf a, -
n—>o 2 N—o0 2
1.4.3] Folosind teorema lui Weierstrass sda se studieze convergenta urmatoarelor
siruri:
n

n
a) a, :W;b) an:«/a+an_1, a>0, a;=0;

2
a
c) anz1 an—1+—a ,a>0,a0>0;d)an:§— L a,=00<a<l;
2 n—1 2 2

e) a,,; =a,(l—a,),0<a, <1; a, :1+—a2 , 89 =1;
n-1
an_1+bn_1 b _ an_1+2'bn
1 Fn
2 3

Indicatie de rezolvare:
a) sirul (an )neD este cu termeni pozitivi, iar raportul

n+1)" " «
a-n+l: 1 ( + ) — 1 ,(14_1] <i.e<1, (‘v’) nell |
a, n+1 n" n+1 n n+1

g)an: _1,0<a0<b0.

de unde rezulta ca sirul este monoton descrescator. Cum toti termenii sunt pozitivi, sirul va fi
marginit inferior de 0, deci este convergent.

Pentru calculul limitei, dacd ¢ = lim a,,, introducand limita in relatia de recurenta
N—o0

1 1"
apyg =a, -—-(1+—j ,se vaobtine /=/-0-e,deunde ¢/ =0;
n+1 n

b) sirul (an )neD este un sir de numere pozitive $i monoton crescator, demonstratie

ce se poate realiza prin inductie matematicd dupa n. Presupunand ci ar exista £ = lim a,,
N—o0

aceasta va trebui sa verifice relatia de recurentd, adicd £ =~/a+ ¢, de unde ¢ 2_¢-a=0

1++1+4a .= 1-v1+4a
=

si se obtin £ =————, /) Cum ¢, <0 nu convine, termenii sirului

2
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fiind pozitivi, rezultd ca limita posibilda ¢,. Cum sirul este crescator, adicd @,,_; <@, si

a +a

a a
a1=\/§<an, (V) nell,n>2, rezulta "L<l L =""c1 deunde — < Ja.
an a, ap

Din relatia de recurentd ridicatd la pdtrat se va obtine a,f =a+a,_, adica
a an_ * o f . .

a, :—+”—1<J5+1, (V) Nel , adicd sirul este marginit superior, deci este
an n

convergent, iar /, este limita sa;

C) convergent;
d) convergent;
e) convergent;

2 .
f) cum a; >0 rezulta ca a, >1, (V) nell si a,=1+——<1+2=3, deci
an_1
sirul este marginit.
Pentru studiul monotoniei, se considera

1 1 4
an+2_a~n_2'[ - ]_ '(an_an—Z)’
Ahy1 Gn An_p 8n_1-8n- Ay

deci (an+2 - an) are acelasi semn cu (an - an_z) :

Deoarece a, —a >0, rezultd ci subsirul (a2k )keD este monoton crescator.

Similar, deoarece az —ay < 0, subsirul (a2k +1)keD este descrescator.

Cum ambele subsiruri sunt si marginite rezultd cd existd limitele lor, de forma

lr=1limay, (,=1limay,.;.
k—o k—o

. Trecand la limita in cele doua

- . 2
In acelasi timp Ay 4 =14+—, Q9,0 =1+

2k Aok +1
.. 5 . 2 2 .
relatii =~ de  recurentd,  obtinem ly =1+ f_ , U =1+ £— , echivalent  cu
1 2

(62 _gl)(gl 62 —2):0 Daca gl ;tgz, rezultd ca El‘fz :2, adica gl :0, ceea ce
este fals. Rezultad /1 =/, deci sirul este convergent;

2.
) a =201 a2 20

<by, ay<b. T continuare  se

demonstreaza prin inductie matematicd a, < a1 < bn < bn, (V) nell, deci putem
scrie g <@y <...<ay <...<b, <b,_; <..<by <by. Rezultd ci existd ;= lima, si
n—o

¢, = lim b, si trecand la limita in relatiile de recurentd, obtinem ¢4 = /.
n—o0

1.4.4 Folosind teorema Cesaro-Stolz, sa se calculeze urmatoarele limite:

14



1+1+...+E

Y p
2 lim by fim P2 et 1200 fim 2N
n—w 2N N—>00 n P+ n—>o0 n
1 1 1 1
1+ =+, += 1+ —+...+—
d) lim —2— N4 fim V2 Jn
n—oo |nn n—oo \/ﬁ
f lim 1++/2 +.. +\/_ ‘g) lim a+b a\/§+bJr +a\/ﬁ+b
n—oo n\/ﬁ —>00n c+d C\/E—{—d C\/ﬁ—l-d .

Indicatie de rezolvare:
a) Cu notatiile din teorema Cesaro-Stolz se considerd a, =N, bn = 2”, de unde
rezultd lim a, = 0;

N—o0
b) L
p+1’
¢ lim 21 =% _ jim 1 _o.
n—>00bn+1—bn noonN+1
1
d) lim 2n ™% _fj n+l
n>ob, 4 —b, nooin(n+1)—Inn
1
e) Iimmzlimn—ﬂzlimM:Z;
n—o B 4 =D, n—>oo«/n+1_\/ﬁ nso  n+1
f) o
a
9) —.
C

1.4.5 Sa se calculeze limitele urmatoare:

a) lim Yn;b) lim YInn:c) lim ﬂ;

n—o0 n—oo n—o N
Indicatie de rezolvare:
n+1j
a) lim ¥n! = lim ( ):oo;
N—>o0 n—w Nl
In(n+1
b) lim ¥Inn = lim ( ):1;
n—oo n—>wx Inn
1
c) —;
€

Utilizand criteriul general de convergenta al lui Cauchy, sa se demonstreze
convergenta sirurilor:

15



sina, +sin 8 +sinan _

a) u,= 52 T
b) U _Cosa  cosa, - cosa,
" 1.2 23 7 n(n+l)’
c) u, —1—%+%—£+ (—1)”_1-%;
1 1 1
d = ;
) U 1.4 4.7 [1+3(n-1)]-(1+3n)
e) u —i+i+ + 1 ;
" 2.5 3.6 (n+1)n+4)’
1 1 1

U, =—— 4+ ——+...+ :
" 1.2 2.3 n(n +1)
COSX CO0S2X cosnx
= + + ..+ :
3 32 3"
h) u, =1+i+...+i.

22 n2

g) u,

Indicatie de rezolvare:
a) fiind dat € > O arbitrar fixat, se va ciuta un rang n(g) el , astfel incat pentru

(V) n= n(e) si pentru (V) pell * s se verifice ‘ump —un‘ <e
1 1

Sinan+1 N sinan+p

‘un+p_un‘: on+l on+p 2n+1+"'+2n+p:
1oL
- " 1) 1 "o 1 1) 1
Tond (TP T TR |TomT T 1 T on (T 90 ) o0
2
1
In =
, .1 .. €
si cum lim — =0 se poate gisi un rang, de exemplu n(g): —=|+1, pentru care
n—oo 2n In2

in <E, (V) n= n(a), (V) pel *, deci sirul este convergent;

‘ump —un‘< ,

; daca p este numar par,

1 !, +(-2)P . L

€) |Unsp —Un|= -
R 1 o R n+p

atunci
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1 1 1 1 ‘
+

‘un+p _un‘:

ntl n+2  n+p-1 n+p
(1 1)(1 1) 1 1
= — + — +..+ — <
n+l n+2 n+3 n+4 n+p-1 n+p
1 1 1 1 1 1 1 1
< - + — + — + - =
n+l n+2 n+2 n+4 n+4 nN+p—-2 n+p—-2 n+p
1 1 1

= — < :
n+1 n+p n+l

Daca p este impar, atunci

1 1 1 1 1
‘un+p-—un‘: - + — +...+ <
n+l n+2 n+3 n+4 n+p

1 1 1 1 1 1 1
< — + - +.+ — + =
n+l n+2 n+2 n+4 n+p—-2 n+p-1 n+p-1
1
n+1

. 1 1
Cum lim ——=0, se poate gisi un rang n(g): ——=1|+1, pentru care
n—o N+1 €

‘ump — un‘ < il <§g, (V) n> n(a), (‘v’) pel *, deci sirul este convergent;

n+
d) up=sfl-tarotq s ] :1(1_ ! j de
3 4 4 7 1+3(n-1) 1+3n] 3 1+3n
1( 1 1 1 1 1
unde‘ump—un‘:— — <—- <—<g;
31+3n 1+3n+3p) 3 1+3n n
e)
1117 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Uy ==|=—=+=-—=+——=+—-—=+..+—— + — =
312 5 3 6 4 7 5 8 n n+3 n+1 n+4
11 1 1 1 1 1
=—| —+—-+—-— - - :
32 3 4 n+2 n+3 n+4
1/ 1 1 1 1 .
Rezulta ‘un+p—un‘<— + + <—<g&, dect sirul este
3ln+2 n+3 n+4) n
convergent.
1.4.12] Si se arate ci dacd lim a,=a si B,=b, 4 +b o +...4+by, cu

nN—o0

b, > 0 are limita egala cu b, atunci
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lim (an+1 'bn+1 +an, 'bn+2 +...+ Ay, 'b2n):a'b'

N—o0

Indicatie de rezolvare:

lima,=a < (V)&>0, (3) n(e)el,

N—»00
astfel incat pentru (V) n>ny(¢) sarezulte |a, —a|<e.

De asemenea, din lim By, =b rezulta ca |B, —b|<e, (V) n=n,(e).

N—ao0
Cum sirurile (an )n 51 (Bn )n sunt convergente, ele sunt marginite, adicd
(3) M; >0, astfel fTncat ‘an‘SMl, (v)n2n3 si (3) M, >0, astfel incat
B,|<M,, (V) n=n,.

Se noteazd a, —a=a,, si B, —b =P, si se considera

n(e)=max(n(g),ny(e),nz,ny).

Atunci
|1+ By yg + oo+ Bgy -y — @b =|(0tpyg +@) by g + .o+ (apy + )by, —a-b|=
=|(0tyag - Byag + o+ Og -1y )+ @2 By —a-b| <
<ot |- [P+ -+ [otan | [ban| + |8 - |By —b| < - (M +[a]),

Rezulta

nlinoo(aml ) bn+1 +ap - bn+2 +...+ap, - b2n ): a-b.
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4. TEST DE AUTOEVALUARE

Folosind criteriul lui Cauchy, s se demonstreze divergenta sirurilor:

a) u, :1+%+...+%;

1

i+i+ +
NN AN

b) u,=sinn;c)u, =

Sa se studieze convergenta sirurilor:
2-a-X
a) X,y=—-=,ael,a>0,cu xy >0;
a+ X,

D) Xy =X —2-%,+2, n>1, x €[1,2];

c) x2,,=3-%x,—2 n=>1, xlzg;

d) xn+1:3+i, n>0, xy=3.
X

n

Sa se arate ca sirul (an )neD definit prin

R [ P ]

este convergent si s se calculeze limita sa.

n+1
Sa se arate cd sirul cu termenul general a, = (1+ —] este convergent
n

1)" 1
si sa se deduca inegalitatea (l—i— —j <e< (l—i— —1) .
n n—

Sa se calculeze limitele urmatoare:
2 lim Zgfn+1n+2).(2n):
n—oo N

) lim R/(a+1)(a +n|2)...(a+ n)’ as 1

n—o0
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LECTIA 2 - SERII DE NUMERE REALE $I COMPLEXE. CRITERII DE
CONVERGENTA. PROPRIETATI

1. Serii de numere reale

Definitia 1.5.1. Fie (an) un sir de numere reale si (Sn) un sir definit prin:

n n

$=8,S, =8 +y,..., S, =& +a, +...+a,. Se numeste serie de numere reale asociata

o0
sirului (an )n’ simbolul Zan ,lar (Sn )n se numeste sirul sumelor sale partiale.
n=1

o0

Seria Zan de numere reale se numeste convergentd si are suma S, daca si numai
n=1

(e 0]
daca sirul sumelor partiale (Sn )n este convergent si are limita S; Zan =s=lim S, Seria
=1 nN—o0
o0

Z a,, de numere reale se numeste divergentd, daca sirul sumelor partiale este divergent.
n=1

Criteriul general de convergenta al lui Cauchy

e 0]
Zan este convergentd <> (V) >0, (EI) n(s) el , astfel incat
n=1

*
‘anﬂ +..+ an+p‘ <e, (V) n=n(e), (V) pel .
Pentru p =1 se obtine:
Criteriu necesar de convergenta. Conditia necesard, dar nu si suficienta, ca o serie

o0
Z a,, s fie convergentd este ca lim a, =0.
n=1 N—»00

Exemplu

w1 , . o1
Seria Z— este divergenti, cu toate ca lim = =0.
=1 n—o N

20



2. Serii cu termeni pozitivi. Criterii de convergenta pentru serii cu termeni pozitivi

Criteriul I al comparatiei

o0
Fie Zan si an doua serii cu termeni pozitivi, astfel ca a, <b,, (‘v’) nzng.
n=1 n=1
Atunci:

a) daci seria E bn este convergenta, seria E a,, va fi convergenta;
n=1 n=1

o0 o0
b) daci seria Z a,, este divergenta, seria Z b, va fi divergenta.

Criteriul II al comparatiei

a b
Fie Za Zb doua serii cu termeni pozitivi, astfel ca n_+1£n_+1’
n=1 a, bn
(V) nx no.
Atunci:

a) daci seria Z b,, este convergentd, seria Z a,, vafi convergenta;
n=1 n=1

o0 o0
b) daci seria Z a,, este divergentd, seria Z b, va fi divergenti.
n=1 n=1

Criteriul la limita

a,
Fie » a, si b doui serii cu termeni pozitivi, astfel ca lim — =K.
n

n=1 n=1 n—oo 0,
Atunci:
a) daci 0 < K < +o0, cele doui serii au aceeasi naturi;

b) daci K =0, iar seria Z b,, este convergentd, seria Z a,, va fi convergenti,
n=1 n=1

o0
C) daci K =+o0, iar seria Z a, este divergentd, seria an va fi divergenta.
n=1 n=1
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Criteriul radacinii (al lui Cauchy)
o0
Fie Z a, o serie cu termeni pozitivi. Daca existd un numar natural N §i un numar
n=1
qe(0,1), astfel incat pentru (V) n>N siavem {fa, < <1, seria este convergentd, iar

daca {/a, =1, (V) N> N, seria este divergenta.
Corolar

Fie Z a,, 0 serie cu termeni pozitivi §i I|m n/a, =A.Atunci:
a) dacé A <1, seria este convergenti;

b) dacd A >1, seria este divergenta;

C) pentru A =1, criteriul nu se aplica.

Criteriul raportului (al lui d’Alembert)
o0

Fie Zan 0 serie cu termeni pozitivi. Daca existd un numar natural N §i un numar
n=1

A . a ) ..
ge (0,1), astfel Tncat pentru (V) n>N siavem —tL < g <1, seria este convergentd, iar
n

a
daca —1tL >1 (V) N> N, seria este divergenta.
an

Corolar

adn.
Fie Za o serie cu termeni pozitivi si lim —= = A . Atunci:
n—owo a
n=1 n
a) dacd A <1, seria este convergenti;
b) dacid A >1, seria este divergenti;

C) pentru A =1, criteriul nu se aplica.
Exemple

1 1 1 1 1

l) Se considera seria —+ —+— +— +...+——+—+.... Sa se arate cd ea este
2 2 n
2° 3 2" 3"
convergenta si ca limsup -2 Unit S 1 jar liminf 2oL <1,
n—w Up n—o0 un

Indicatie de rezolvare:

. o o~ ( 1 1 j
Seria are aceeasi natura CuU seria Z —+—.
2" 3"
n=1
1 .1 1 . : §
Cum —+—<—+—=——, (‘v’) Nnell , din criteriul I de comparatie rezulta
2n 3n 2n 2n 2”—1

convergenta seriei.
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1 3\" 1
—  pentru n par =1 -Z pentru npar
3" Upg 2) 2
Un= j— =
1 i U {(2)" 1
on pentru  nimpar 3) 3 pentru nimpar

. u . ..u
limsup—2L =0 >1 iar liminf "L =0<1.

N—o0 u n N—0 u n

1 1 1
2) Si se arate cd seria §+2+—2+22 +...+—n+2n +... este divergenta si
2 2

. u .. .U
limsup—t > 1 jar liminf L <1
n—o0 un n—oo un

Indicatie de rezolvare:

o0

: . 3 . Z 1  on : 3

Seria are aceeasi naturd cu seria (—n+2 j, care este divergentd, deoarece
n=1

2—1n+2”>2”, (V) nell .

2" pentru npar

u, =41 — Uni1 _ 22n+1
o= _ ndd _

o pentru nimpar U, 521

pentru n par
pentru nimpar

. u U
Rezultd ca limsup—tL =00 >1, jar liminf L =0 <1.
n—oo un n—oo un

Observatie. Criteriul raportului di numai conditii suficiente de convergentd si
divergenta, asa dupa cum rezulta din exemplele anterioare.

Criteriul logaritmic

o0
Fie Z a, o serie cu termeni pozitivi. Dacd existd un numar natural N si un numar
n=1
1
In—
o 3 a : -
g >1, astfel incat pentru (V) N>N si avem | N >(q>1, seria este convergents, iar
nn
1
In—
. 4 . : y
daca | <1 (V) N> N , seria este divergenta.
nn
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Corolar

Ini

o0
Fie Z a,, 0 serie cu termeni pozitivi si lim N —)\.Atunci:
n—wo NN
n=1
a) pentru A >1, seria este convergenti;
b) pentru A <1, seria este divergenti;
C) pentru A =1, criteriul nu se aplica.

Criteriul lui Kummer
o0
. . . P - . - . * .
Fie Z a,, o serie cu termeni pozitivi. Daca existd un sir de numere (Cn )n cl, si
n=1
un numar natural N si un numar A>0, astfel Tncat

a .
[Cn S L Cn+1] >A>0, (V) N> N , seria este convergenta.
n+1

C

N+ n=1 ~n

o0
Daca [Cn -i—CnHJ <0, (V) n> N, si seria Zi este divergentd, atunci
1
e 0]
seria Zan este divergenta.
n=1
Corolar

o0
Fie sirul (Cn)n c ., astfel incat seria Z— este divergentd. Atunci seria cu

n=1 Cn

o0
termeni pozitivi Zan este:
n=1

N—o0 a

= N H an
a) convergentd, dacd lim| c,, - —Cpyg |>0;
n+1

. a
b) divergents, daca lim [Cn L L Cn+1j <0.
a

Nn—o0 nal

Exemplu

0 0
- _ : 1
Se considerd seria Zn-an, a>0. In acest caz, C, =N, iar seria Z— este

n=1 n=1 Ch
o, a<l
. : a, __n’(l-a)-2an-a
divergenta; lim Ch-——Cq |= lim =<—-00, a>1
n—o0 a1 n—o0 a(n+1) 5 .
T4y a= y

de unde rezulti ci seria este convergentd pentru a € (0,1).
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Criteriul Raabe-Duhamel

o0
Fie E a, o serie cu termeni pozitivi. Daca existd un numar natural N §i un numar
n=1

o~ A a .
A>1, astfel incat pentru (V)n>N si avem n-|—"-—1|>A>1, seria este
Ani1

. a ) . y
convergentd, iar daca N - N _11<1 (V) n> N, seria este divergent.
g g
an+1
Corolar

< . o a .
Fie Zan o serie cu termeni pozitivi si lim n| ———1|=A. Atunci:
n=1 h—co \ 8pp
a) pentru A >1, seria este convergenti;
b) pentru A <1, seria este divergent;

C) pentru A =1, criteriul nu se aplica.

Criteriul de condensare al lui Cauchy

o0
Fie Zun 0 serie cu termeni pozitivi si descrescatori, iar (an )n un sir divergent de
n=1
AAl Apyg —8n S .
numere naturale, astfel incat sirul cu termenul general ————— sa fie marginit. Atunci
ap —ang
0 0
seriile Zun s1 Z(aM —a, ) Uan au aceeasi natura.
=1 n=1

Observatie. Sirul (an )n se alege cel mai frecvent ca fiind a,, = 2", (V) nell, care

satisface conditiile criteriului de condensare.

25



3. Serii cu termeni oarecare. Serii absolut convergente, serii alternate, serii
semiconvergente

e}
Definitia 1.7.1. O serie cu termenii oarecare Zun se numeste absolut convergenta,
n=1

0
daca seria modulelor E ‘Un‘ este convergenta.
n=1

o0
Definitia 1.7.2. Daca seria Z U, este convergentd, dar seria modulelor Z‘Un‘ este
n=1 n=1

divergenta, seria se numeste semiconvergentd.

Teorema 1.7.3. O serie cu termeni oarecare absolut convergenta este convergenta.

Observatie. Reciproca teoremei nu este adevarata, deoarece existd serii convergente,
dar care nu sunt absolut convergente.

0
o 1
Exemplu: Seria lui Riemann E (—1)n -—, pentru o, >1 este absolut convergenta,
n
n=1

iar pentru a0 <1 este semiconvergenta.

Observatie. Seriile cu termeni pozitivi sunt absolut convergente. Criteriile de
convergentd stabilite la seriile cu termeni pozitivi sunt valabile si pentru seriile absolut
convergente.

Teorema 1.7.4. Daca intr-o serie absolut convergenta se schimba ordinea termenilor in
mod arbitrar, obtinem o noua serie absolut convergenta cu aceeasi suma.

Observatie. Teorema este valabila si pentru seriile cu termeni pozitivi care sunt
absolut convergente.

Teorema lui Riemann. Intr-o serie de numere reale, semiconvergentd, se poate
schimba ordinea factorilor, astfel incat seria obtinuta sa aiba ca suma un numar dat.

Exemplu
1 1 1 1 1

Fie seria semiconvergenta S=1-—+=--=

+..4 — +
3 4 2n+1 2n+2

Se pot schimba termenii in ordinea
1 1 1 1 1 1 1 1
+

2 47376 8 " 2n+1 2@2n+1) 2(2n+2)

iar noua serie are suma E .S,
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4. Criterii de convergenta pentru serii cu termeni oarecare

Criteriul lui Dirichlet

0 o0
Daca seria Za” se poate scrie sub forma Zun V|, , unde sirul (un) este

n
0 0

monoton §i marginit, iar seria Zvn este convergenta, atunci seria Z a, este convergenta.
n=1 n=1

Criteriul lui Abel

o0 o0
Daca seria Zan se poate scrie sub forma Zun -Vp, , unde (un)
n=1 n=1

o este un sir de

o0
numere pozitive descrescator si convergent la zero, iar seria Zvn are sirul sumelor partiale

n=1
o0

marginit, atunci seria E a, este convergenta.
n=1

Exemplu

) T 1 1Y) sinnx 5
Sa se arate ca seria Z 1+=—+...+— | este convergenta pentru

n n
n=

x#2km, kell.
Indicatie de rezolvare:

1+1+...+1
n

Sirul cu termenul general U, = este monoton descrescator si

n

o0
convergent la zero (utilizand teorema Cesaro-Stolz), iar seria ZSin NX are sirul sumelor
n=1

partiale  marginit, deoarece Zsin kx = , e unde

— Xz 2km, kell.

1

X

sin>
J

n
Z}mwg
k=1
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(e 0]
Definitia 1.7.5. Se numeste serie alternata o serie de forma Z(— l)n -U,, , unde
n=1
u =0, (V) kel

Criteriul lui Leibniz
o0
Daca intr-o serie alternata Z(— 1)n U, sirul (Un)
n=1
are limita zero, atunci seria este convergenta.

o €ste monoton descrescator si

5. Operatii cu serii numerice

o0 o0 o0 o0
Fie Zan si an doud serii. Atunci seriile Z(an +by,), Z(an ~b,) si
n=1 n=1 n=1 n=1

0
ch ,unde Cc,, =3, -b, +a, -b,_; +...+a, -b; se numesc, respectiv, suma, diferenta si
n=1

o0 0
produsul seriilor Zan i an :
n=1 =1

e} 0
Daca seriile Zan si an sunt convergente si au sumele A si B, atunci seria

n=1 n=1
o0
Z(an *b, ) este convergenta si are suma A+ B .
n=1

Teorema lui Abel

o0 0 0
Daca seriile Zan , an si seria produs ZCn sunt convergente si daca A, B, C
n=1 n=1 n=1
sunt, respectiv, sumele lor, atunci A-B=C.

Teorema lui Mertens

o0 o0
Daca seriile Zan , an sunt convergente si cel putin una dintre ele este absolut
n=1 n=1

e8]
convergentd, atunci seria produs ch este convergentisi A-B=C.
n=1
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Teorema lui Cauchy

0 0 0
Daca seriile Zan : an sunt absolut convergente, atunci seria produs ch
n=1 n=1 n=1
este absolut convergenta.

6. Seriiin [1 . Serii de numere complexe
Fie sirul (an )neD de elemente din [] X si

=8

SZ ::a14'a2

S, =8 +a, +..+a,

0
Sirul (Sn )neD se numeste sirul sumelor partiale pentru seria Zan .
n=1

0
Definitia 1.9.1. Seria Zan este convergenta, daca sirul sumelor partiale este
n=1
convergent.

Suma seriei este limita sirului sumelor partiale.
Criteriul general al lui Cauchy

0
Seria Zan de elemente din % este convergentd dacd si numai dacd pentru

n=1
n+p
(V) €>0, (EI) n(s),astfel ncat Z a|l <e (V) n>n(e)si (V) pell’.
k=n+1 2

e8]
Consecinta. Daca seria Zan de elemente din (15 este convergenta, atunci

n=1
lim Han H 5 = 0, iar aceasta reprezinti o conditie necesard, dar nu suficientd de convergenta a
N—o0
unei serii.

Definitia 1.9.2. Se numeste sirul sumelor partiale pentru seria de numere complexe

o0
D 2, sinul (s,),_, . definit prin;
n=1
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o0

Definitia 1.9.3. Seria Zzn de numere complexe este convergentd, daca sirul
n=1
sumelor partiale este convergent.

0
Teorema 1.9.4. Seria de numere complexe Zzn, unde z,=a, +Ii-b,, pentru
n=1

o0 o0
(V) Nell, este convergentd dacd si numai daca seriile de numere reale Zan si an
n=1 n=1

o0 o0
sunt convergente. Daca Z Z, este convergentd si are suma S=a+ I-b, atunci a= Zan

n=1 n=1
o0
sib= an :
n=1

Criteriul lui Cauchy

o0
Seria de numere complexe Zzn este convergenta daca si numai daca
n=1
(V) €>0, (3) n(e), astfel incat ‘Zn+1+zn+2 +...+Zn+p‘<8, (V) n>n(e) si
(V)pel™.
0

Definitia 1.9.5. Fie Z Z, o serie de numere complexe. Dacd seria de numere reale
n=1

o0 o0
Z‘ Zn‘ este convergenta, spunem ca seria Z Z,, este absolut convergenta.
n=1 n=1

Teorema 1.9.6. O serie de numere complexe absolut convergenta este convergenta.

Definitia 1.9.7. Seriile de numere complexe convergente, pentru care seria modulelor
nu este convergenta se numesc serii de numere complexe semiconvergente.

0
Teorema 1.9.8. Seria de numere complexe Zzn ,unde z, =a, +Ii-b, este absolut
n=1
o8] o]
convergentd dacd si numai dacad seriile de numere reale Zan s1 an sunt absolut
n=1 n=1

convergente.
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7. Probleme rezolvate

1.10.1]  Sa se arate ca urmatoarele serii sunt convergente si sa se determine sumele
lor:

a) 1_1+___+(_1)n+1_3in+_.;b)§+a£2+...+aln+...,‘a‘>l;

0) i(\/n+a+1—2-\/n+a+Jn+a—1), a>0;
n=1

> 1 = 1
d caell \[; Inj1-—= |;
)nzz;(a+n)-(a+n+1) < e)§n£ nzj
f) ix/2n+1—\/2n—1.

n=1 4an? -1

Indicatie de rezolvare:
a) Sirul sumelor partiale are termenul general

1 n
1-| ==
_1 1 (_1)n+1.i 1_ ( BJ

: 1
Sp=———+..+ =—-——————=lims, =—,
3 9 3" 3 1 e " 4
1+~
3
o - 1
deci seria este convergenta si are suma S = —;
n e .
b) S, =—+— +...+ ——. Pentru calculul limitei sirului sumelor partiale se
2 n
a a a
X X 2 X n
considera functia f (X)==+|=| +..+| = |, xel . Atunci s, = f'(2).
a a a
In acelasi timp,
n
1 X
X a) x"™_a".x 1 n-(n+l)a+a™*
f(X):—. X = -—n:>Sn: > - .
a 4 X X—-a a 1-a) -a
a
i a ) : .
Deoarece \a\ >1, rezulta lim S, =——— si astfel seria este convergenta si are
n—o0 (1_ a 2
a
suma S = PR ;
(1-a)
c) s=+a—-+a+1;
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1 1 1 1 ) 1 _
d a,= - =S, = - = lim s, =——, deci
a+n a+n+1 a+l a+n+1l now a+1

seria este convergenta si are suma S = ——

a+1’

1
e) S=In=;

2
f) s=1.
1.10.2]  Sa se insumeze seriile urmatoare date prin termenii generali:

1
a) U, =opln)—oen-1);b) u, = , kell;
n=9ln)-eln-1:0) b, n(n+1)-..-(n+k)
4n n!

c) U, =

;d = ;
o9 U T Kk 2) s (k1)

1 2
e) U, = arctgz—;f) Up :arctg—z;
n

n“+n+1
2 2
U :In(n+1)—lnn’n>1;h) 0, :M.
Inn-In(n+1) n!

Indicatie de rezolvare:

a) s, =¢(n)—o(0), deci pentru lim (p(n) =({=S5 =f—(|)(0);
N—>»o0

1 L T YL
b) u”_k{n(n+1).._(n+k—l) (n+1)...(n+k)} k -kt

¢) n*+2n? +9:[(n—1)2 +2J-[(n +1)° +2J :

rezulta
an+b cn+d 1 1 5
U, = > + > = 5 — 7 = S=—,
(n-1)°+2 (n+1)°+2 (n-1)"+2 (n+1)"+2 6
1
d s=—;
) Xx—-1
1 1 1
n(n+1 P
e) arctg%:arctg#:arctgn—mz
n°“+n+1 1. 1L 11
n(n+1) n n+l
:arctgl—arctgL
n n+1
1 . T
s, =arctgl—arctg—— = s= lim s, =arctgl=—;
n+1 n—oo 4
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f) u, =arctg 2 = arctgi —arctgi =s=1lims,
i —1i+1 n-1 n+1 N—>a0

g)u—l— ! :>s—1— 1 :s—lims—i-
" Inn In(n+1) " In2 In(n+1) e A
h) s=1lims, =27-e.
N—o0

1.10.3] Folosind criteriul lui Cauchy, sa se demonstreze convergenta seriei
- 1
E —,a=>2.

(04

n= N

Indicatie de rezolvare:

1 1 1 1
a +...+a =— 4+ ...+ < +...+ <
2ot sl (n+1)° (n+p)*  (n+1)? (n+p)°
1 1 1 1 1
< ot - _ <=

n(n+1) (n+p-1)(n+p) n n+p n’

deci seria este convergenta.

Utilizénd criterii de comparatie, sd se stabileascd natura urmatoarelor serii:

a)z )an )i d)zm \/_

n +3n+5 1 N r]1n

w1+1+ +E

2
e)nZ:;‘ n f);n(1+a+ +a )
g)z

,a>-1:h) an -In£1+i2];

~a" +n ry n

,a>0;

i) 22“ -sin33n, 0<a<3r.
n=1
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Indicatie de rezolvare:

2V, . u
a) se considerd U, :# si V, zis; cum lim —nzxﬁe(o,oo),
n“+3n+5 ° n—o0 V
nZ2
o0

rezultd ca cele doud serii au aceeasi naturda si cum seria E V, este convergentd, si seria
n=1

o0
Z U, este convergenta,
n=1
1
n 2

b) u, = =2

12 _y
nn. n’

SN

n 1
L=<
n n

0 0
lar seria Zvn este convergenta, deci si seria Z U, este convergenta,
n=1 n=1
C) divergent;
d) convergenti;

1+1+...+1 ©

1
n, -
n

=V, sicum seria Zvn este divergenta rezulta ca si

e) u, =
n n=1

o0
seria Z U, este divergenta;
n=1

o0
f) pentru a=1, seria devine 2—2 care este convergentd; pentru
n
n=1

1 o0 o0
a>l=u, < — = V,, sicum seria Zvn este convergenta rezulta ca si seria Z u, este
a n=1 n=1
convergenta; pentru

1 1-a 1-a
ae(Qﬂzzun:n R :n@—a”ﬂ)z ==Y

l1-a

(e 0] e e}

si cum seria Z V, este divergenta, rezultd ca si seria Z U, este divergentd; pentru a =0,
n=1 n=1

1 -

o0
seria este divergenta, ea fiind Z
n

n=1
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1 1
g) u, = n

<
n

n
=(—j =V, = pentru a>1 seria este convergent;
a +n a a

=le (0, oo) rezultd ci

o0
1 :
pentru ae(— 1,1) se compard cu seria z—; cum lim
=n n>xgf 4n

e 0]
1
seria va fi divergentd; pentru & =1, seria este divergentd, ea fiind Z 1 ;
n+

h) divergents;
1) convergenti.

1.10.5| Sa se stabileasca natura urmatoarelor serii de numere pozitive:

(Inn )Z(nJrlj aa>o.
c) nzzi‘n_”’ a>0;d) Za”-(u—jn, a>0;
) i(\/(n +1)(n+a) - ) a>0:f Z( )

o0

a)

=i
9) étg”(m%), ae(O,gj; h) g(:::gjn, a b c dell,;
i)g::, a>0, pell
pa+d(2-e)(2-%6)..(2- %) 2", a0
"=
WSy ST g
m) g—: a>0:n) Z% >0; 0) Zn'”x
p)g In(anil) —, a>0; r)z ) s 3
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. a, b r>0 aell;

(04
)°° aa+r a+nr—r)
v Z

~ b+r b+nr—r)

)Z 2n 1) ,aell.

.-(2n)

Indicatie de rezolvare:
a) convergenti;

1
b) lim J =ae, de unde rezultd ca pentru @ < — seria este convergenta, iar
n—o0 e

1 . ) 1 1" 1
pentru @ > — seria este divergentd; pentru & = —, U, = 1+— oy ;
e e
C) convergenti;
. : 1 :
d) lim Yu, = lim a-(l+—)=a, de unde rezultd cd pentru a <1 seria este
n

nN—o0 nN—o0

convergentd, pentru a>1 seria este divergentd, iar pentru a=1 se obtine seria

0 l n
Z 1+ —| care este divergents;
n
n=1
. a+l . , 5
e) lim?p u, ZT, de unde rezultd cd pentru & <1 seria este convergenti,
nN—o0

pentru @ >1 seria este divergentd, iar pentru @ =1, U, =1, deci seria este divergentd;

f) convergent;

) ) o T

lim D/u =limtg| a+— |=tga, deci pentru ae|0,—| seria este
g) n—oo n n—o0 g( n} g P ( 4)

T T . . . . T
convergentd, pentru ae€ (—,Ej seria  este divergentd, iar pentru a =Z,

lim u, = e?® 20 , deci seria este divergenti;

N—>c0
h) pentru @ < C seria este convergenti, pentru a > C este divergent;
; Upn,
1) lim —==a, deci pentru @ <1 seria este convergenti, pentru a >1 seria este
nN—oo un
divergenta, iar pentru a= 1 se obtine seria armonica generalizata Z— care este
n
n=1

convergentd pentru P >1 si divergentd pentru P <1;
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P o Unyg ; ; 5 i
J) lim —/= =a, deci pentru a <1 seria este convergenti, pentru @ >1 seria este
n—o un

1 n+1
u L
divergenta, iar pentru @ =1 avem N+l — 2 _@en+l; deoarece € < (1+ —j , rezulta ca

u, n
1
=1 1 n
el c14 == M 51 == 0 din criteriul 1T de comparatie, seria este
n u, n 1
n-1
divergenta;

K) convergenti;
[) convergents;
M) convergent;
N) convergenti;

1
In —
. a
0) lim " = —In X, de unde rezulta ci pentru X < = seria este convergenta, iar
n—>o Inn €

pentru X > — seria este divergenta; pentru X = —, se obtine seria armonica divergents;
€ €

P) pentru a > € seria este convergenti, iar pentru a < € seria este divergent;

1
In —

I) divergenti, deoarece lim N -0;
nox Inn

S) divergents;

9 n( Un 1](“1)”.6(“3”;

un+1 n 1
n
1
e—(1+ X)x
se considera functia f 2(0, oo)—) R, definitd prin f(X):(—)X si se determina
X
limita acesteia Tn punctul X =0, se va obtine:
. e . u 1 . 1 1
im f(x)=—= limn —-1|==-1lim f| = |=><1,
x—0 2 n—o0 Un+1 € now n 2

deci seria este divergenta;

U) pentru o < & seria este divergentd, pentru OL > @ seria este convergenti;

V) pentru r<o(b—a) seria este convergentd, pentru I > —a) seria este
divergenta;

W) pentru @ < 2 seria este divergentd, pentru @ > 2 seria este convergenti.
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1-3-.-(2n+1) 1
-(2n) " 2Jn’

de unde rezultd ca

Pentru a=2, se utilizeazd inegalitatea

{1-3....-(2n +1)}2 1

—, deci seria este divergenta.
2-4-...-(2n) 4n

1.10.6| Sa se studieze natura seriei armonice generalizate:

Z—, aell.

n1n

Indicatie de rezolvare:

1
Pentru o0 <0 = lim — # 0, deci seria este divergent.
Nn—o0 n

Pentu a>0= a,=n "% >0 este sir descrescitor, deci seria armonici

(e o0 k
. o . o . k k |7& . 1-a .
generalizati are aceeasi naturd cu seria 2" 12 = 2 , care este seria

geometricd cu ratia 2% Deci, pentru 27* >1 < o <1 seria este divergenta, iar pentru

2% <1< o >1 seria este convergenta.

Sa se stabileascd natura seriilor alternate:

a) Z n+1 n +1)n+1 1

n+2

,a>0;

1 10"t a+10"?%.a+..+10-a+a
) D1 o

o0

C) Z n+l Zn:_]-’

n=

0 1_1++1_1+
J2-1 J2+1 7 Jn-1 Jn+1

Indicatie de rezolvare:

. (n+1)™* . i
a) sirul cu termenul general u, = este un sir descrescator, deoarece
n
2 n+2 n-+1
u n° +2n 1 _ o
n+l _ 5 <1, limu,=lim=1+= =0, deci conform criteriului
Up n“+2n+1 N—>0 n—o N n

lui Leibniz, seria este convergenta;
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10"-1 a

b) lim u, =a-—————=—#0, deci seria este divergentd;
n—oo 9.10" 9
C) convergenti;
1 2 s . o
d) u, :(_1)n+ -—, sir descrescator si convergent la zero, deci seria este
n
convergenta.
1.10.8 Sa se studieze convergenta absolutd si semiconvergenta seriilor cu

termenii oarecare:
o0 - o0 o0
SIinnx . cosnx
a) Z—n xell :b) Zsm n?:c) Z—z xell :
o1 9O 1 n1 N

d) Z(—l)”-%, aell,ael\0_;

o (n+a
e)i a’ a=+1l f)i a’ aell
— e ’

e 0]
an
9) E unde (a este un sir marginit;
n=1nin+\/§i @)y

o0

n .:.2N o)
h) Z(_l)nﬂ‘ 2" -sin x’ xel ;i) Z(_l)ml. 1
n=1

—~ n+1 ﬂ/n(n+1)’
= a(a-1)-...-(a—-n+1

j)Z; (a-1) n!( ),aeD\D.
n=

Indicatie de rezolvare:
1
a) \u n‘ < Y si utilizand criteriul I de comparatie, seria este absolut convergenta;
3

b) divergent;

C) absolut convergenti;

d) pentru o >1 seria este absolut convergenti, pentru o0 <0 seria este divergent,
deoarece nu se verifica conditia necesara de convergenta a unei serii, iar pentru O € (0,1],
seria este semiconvergentd, utilizand criteriul lui Leibniz;

€) pentru [a| <1 seria este absolut convergenti, iar pentru |a| >1 seria este

divergentd, deoarece lim u, # 0;
N—>0

f) pentru @a==1 seria este divergenti, deoarece lim u, =0, iar pentru
N—>00

aell\ {—l, 1} seria este absolut convergenti;
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. @ M
g) seria este absolut convergentd, deoarece U, = < —
nn++3) n

h) se utilizeaza criteriul raportului pentru seria modulelor si obtinem ci pentru

T T . - .
Xe (kn - Z, k7t + Zj, kel , seria este convergenta S1 pentru

T 3n T
Xe (kn + Z, K+ Zj, k el], este divergenti; pentru X=Km=* Z se obtine seria

o0
convergenta ; ( _1)n+1 . ﬁ :

1) semiconvergenti;

J) pentru seria modulelor se aplici Raabe-Duhamel si obtinem ci pentru @ >0 seria
este absolut convergent, iar pentru & <0 seria modulelor este divergenta.

Pentru a <0 avem

a(a-1)-..-(a—-n+1) (4. (-a)(1-a)-...-(n—a-1) ngt(—l)” 0

= . h

n! n!
o0
) . - n

unde b, >0, (V) nelJ. Am obtinut seria alternata Z(—l) -b,, pentru care
n=1

L . . o

b— = —1 >1, pentru a <—1; deci, in acest caz sirul (bn )n este crescator si limita este

n+
n

nenuld, deci seria este divergenta.
Pentru ae(—l, O) sirul (bn )n este descrescator si se demonstreaza ca are limita
Zero.
Uy +Up ot Uy b, = Up+Up+..+Unpyg
n ) n-1
Rezultd ca U, =Nn-b, —(n—1)-b,_; si inlocuind pe b, si pe b,_; vom obtine

Pentru aceasta, fie b, =

u, =(-a)-by_y, (¥) nell. Cum sirul (b, )n este descrescitor si mirginit inferior, el
este convergent, deci sirul (un )n este convergent.

Fie /=1limb,, /;=1limu, si trecand la limitd in cele doud relatii de recurenti
N—>o0 N—>o0

0
. . - o e A . . . . . n
obtinute anterior, rezultd ca ¢ =0. Utilizand criteriul Leibniz, seria E (—l) ‘b, este
n=1
convergenta.

1.10.9 Sa se arate ca:

a) suma dintre o serie convergenti si una divergenti este o serie divergenti;
b) existi serii divergente a ciror sumi este o serie convergenta.
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Indicatie de rezolvare:

o0 o0
a) fie Zan o serie convergentd si an o serie divergentd; dacd seria
=1 n=1

o0

o0
Z(an + bn) ar fi convergenta, atunci diferenta dintre aceasta si seria Zan ar fi o serie
n=1

n=1
o0
convergentd, dar diferenta este seria an , care este o serie divergentd; rezultd ca seria
n=1
o0
Z (an +b, ) este divergenta;
n=1
o0 o0 1
.. n n+ . .
b) seriile Z(—l) : Z(—l) sunt divergente, dar suma lor este seria cu suma
n=1 n=1
egala cu zero, deci este o serie convergenta.
1
1.10.10] S& se efectueze produsul seriilor absolut convergente Z_I si
=0 n:
- 1 - 1
n . 9 . . n
Z(— 1) . si sa se deduca de aici suma seriel Z(— 1) gort
n=0 n: n=0 "
Indicatie de rezolvare:
o0
Seria valorilor absolute este Z—l pentru ambele serii. Pentru aceasta, sirul sumelor
n:
n=0

partiale este 1+ﬁ +5—|—...—|——I convergent catre e, de unde rezultd ca ambele serii sunt
! n:

o0
absolut convergente. Din Teorema lui Cauchy seria produs Z C,, este absolut convergenta si

n=0
suma ei verifica C = A-B.

Dar ¢, =%-(1—1)n =0=C=0.Cum A=e=B=0.
Deci, i(—l)n -E:O.
~ n!

Se dau sirurile (an )n ) (bn )n definite prin formulele de recurenta:
_a,+b, _2-a,-b,

a =—, =——-—7,N D, =a>b= >0.
n+1 5 h+1 a +h, ell, @ bo
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a) Si se demonstreze ci cele doud siruri sunt convergente si ci au aceeasi limitd /.
0

b) Si se studieze natura seriei Z (K —b, )
n=0

Indicatie de rezolvare:
a) se demonstreazi ci sirul (an )n este monoton descrescétor de termeni pozitivi, iar

(bn )n este monoton crescator, prin inductic matematicd; notdind f; = lim a, si
N—>a0
¢5 = lim by, si trecand la limita in relaiile de recurentd, rezultd cd £ =0, = {;
N—o0

o0
b) seria numerica Z(K —bn) este cu termenii pozitivi si aplicandu-se criteriul
n=0
raportului, rezulta ca este convergenta.

1.10.12]  Sa se studieze natura seriilor complexe:

— COSNO +i-sinnd

a) Z n? . 0[0,2n];

b) Zcosnepzl-smnep, 0 2‘;“, k=0,1...,p-1.
n=1

Indicatie de rezolvare:

cosne _ ~sinnd
a) seriile de numere reale Z si Z sunt absolut convergente, de

2
n=1 n n=1 n
unde rezulta si convergenta seriei complexe;
cosnop D . DA :
b) pentru seria Z se aplica criteriul Dirichlet, considerandu-se sirul

1 0
(— descrescator la zero si seria ZCOS NOpP avéand sirul sumelor partiale marginit.
nel

n
n=1
. ~=~cosnop o ] . ~=sinnop
Rezultd seria Z— convergentd. Similar se aratid convergenta seriei Z—
n n
n=1 n=1

deci seria de numere complexe va fi convergenta.
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X

a)

n=1
o0
e) > (-1
n=2
o0
f) Zln n- In[1+ 1] : In(l+ izj ;
n=1 n n
0 n+1
(-1)
g) Y 5 ael
Sa se demonstreze ca seria Z—
prs n!
real. Daca S(X) este suma  seriel,

8. TEST DE AUTOEVALUARE

Sa se stabileasca natura seriilor cu termenii oarecare:

2 sinn-cosn?
=1

0 n

n

o0 -
SIN NX
b) Z  xel;
n=1

s(x+y)=s(x)-s(y), (V) x, yel.
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9. TEMA DE CONTROL

. 1 1
Sa se arate cd sirul cu termenul general a, =1+—=+...+——Inn este
n
convergent.
Sa se studieze convergenta sirurilor definite prin:

X
a) x,>0, X”+1S1+nx , (V) n=>0, Xy =1;

n
b) X, +X1>0, (V) nell, x2,<x3, (V)nel;

C) 0<%, <2, (2=%,) X1 >1 (V) nell.

Sa se arate ca  sirul  definit prin  termenul  general
1 1 1 _— .
a, = + +..+ este convergent §1 sd 1 se calculeze limita.

n+1 n+2 n+n

5 : .0 LT
A Sa se calculeze lim | Sin —— +...+sin — |.

N—>o0 n+1 2n

Sa se calculeze limitele sirurilor urmatoare din [ 2.

k=1 k=l nell
@ Sa se demonstreze convergenta sirului cu termenul general:
1 1 1 . e . .
X,=1l+——=+—=+-+—=-24Jn+1, n>1 si sd se arate cd limita sa apartine
NPING Jn

intervalului (-2,-1).

S 1 ot < 1
U Stiind ca — = —, sa se calculeze —_
20 s 2 (0o
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) p
1-3-...-(2n-1 1
Sa se studieze convergenta seriei Z ( ) - —, stiind
| 2-4-.-(2n) | no
o L Srsm,cn—ns 1
2Jdn~ 2-4-.-(2n) " 2n+1
|§| Fie sirul definit pri alz’\/a
ie sirul definit prin :
a, = o+a, , a>0n>2
a) Si se demonstreze ci sirul (an )n este convergent si si se calculeze £ = lim a,.
N—>a0

o0

b) Si se studieze natura seriei Z (€ —a, )

X =
1
T a+x,

2-a-X,

n=1

a) Sa se studieze convergenta sirului (Xn )n cu Xg >0 si

,aell,a>0.
[ee]
b) Sa se studieze convergenta seriei Z (Xn — a).
n=1

= 1Y" 1
Sa se studieze natura seriei E (l—l——j ,— | din [J 2.
n n
n=1

Sa se calculeze sumele urmatoarelor serii de numere complexe:

n+3 . 1 )
n(n+1)(n+2) n(n+1))

+i

3n-1 . n-Z‘]

3" (n+2)!
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LECTIA 3 - SIRURI DE FUNCTII. SERII DE FUNCTII

1. Siruri de functii

Fie familia de functii (fa )ael definite pe aceeasi multime X si cu valori reale. Daca
multimea indicilor | este multimea numerelor naturale, atunci avem un sir de functii.
Notatie: (fn )n . Un sir de functii este echivalent cu o familie de siruri de numere.

Definitia 2.1.1. Un punct a € X este punct de convergenti al sirului de functii
(f, )n daca sirul numeric (f,, (a))n este convergent.

Multimea punctelor de convergentd ale sirului de functii (fn ) se numeste multimea

n
de convergentd a sirului (fn )
Exemple

n:

1) Sirul de functii fn(X)z Xn, Nnell , are multimea de convergentd intervalul
[-14].
RS
n?’

2) Sirul de functii f, (X) = nell *, are multimea de convergenta [ .

Definitia 2.1.2. Fie (fn )n un sir de functii definite pe multimea X si avand multimea
de convergentd A. Daci f (X) este limita sirului numeric ( f, (X))n , (V) X e A, atunci s-a
stabilit o corespondentd X — f (X) a multimii A in multimea numerelor reale. Functia f (X)
definitd prin f (X) = lim fn (X) , X € A, se numeste functia limitd pe multimea A a sirului

n—oo
de functii considerat.

Exemple

1) Sirul de functii fn(X): are mulfimea de convergenta [ si pentru orice X

Xn
!
real lim fn(x):O:> f(X):O, (V) xell.
N—o0
nx+1

2) Sirul de functii fn (X) =a"2 nell, a>0, este convergent pentru orice x
real si are functia limita f (X) = lim f, (X) =a*, xell .
n—co
Definitia 2.1.3. Se spune ca sirul de functii (fn )n este simplu convergent pe X catre
functia f, daca pentru (V) X e X si pentru (V) €>0 existd un numir n(g, X), astfel Tncat

|2 (x)— f(x)[<&, (V) n>n(ex).

Exemplu
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X
Sirul de functii fn(X):—2 definit pe [J este convergent pe [ catre functia
n

4

f (X) =0, (‘v’) X ell . Se cautd un numir n(a, X), astfel incat X—Z <eg, (V) n> n(s, X).
n

4 2
.2 X X
Rezultd N >~ = n(g, X) = ~=.
€ Je
Definitia 2.1.4. Se spune ca sirul de functii (fn )n este uniform convergent pe X catre
functia f, dacd pentru (V)S >0 existd un numar n(s), astfel incat |fn (X)— f (X)| <eg

(V) n>n(e)si (V) xe X.
Observatie. Un sir de functii uniform convergent este si simplu convergent. Reciproca
nu este adevarata.
Propozitia 2.1.5. Daca sirul de functii (fn )n , definit pe multimea X, satisface
conditiile |f X)| (V) xe X, nell, unde (an)
f

limita zero, atunci sirul ( n)

o este un sir de numere pozitive cu

o converge uniform catre functia constanta zero.

Corolar
Dacéd pentru un sir de functii (fn )n definite pe o multime X, exista o functie

f : X = R si un sir de numere reale (a ) a, >0, pentru care lim a, =0, astfel incat
N—o0
|fn(X)— f (X)| <ay, (V) X € X , atunci sirul de functii (fn) converge uniform catre

functia f.

n

Criteriul lui Cauchy
Sirul (fn)n de functii f,:X —[] converge uniform pe X citre functia

f : X =[] daci si numai daci ( )8>0 ( )n(s) pentru care
|0 (x) = f(X)| <& (V) nm>n(e) si (V) xel.

Teorema 2.1.6. Fie (fn )n un sir de functii uniform convergent pe X catre functia f.

Daca toate functiile fn sunt continue Tn punctul a e X, atunci si functia limitd va fi
continud in punctul a.

Observatii:

1) Tncazulincare a € X M X', teorema 2.1.6 este valabila sub forma mai generala:

dacd sirul de functii ( f,, ), este uniform convergent pe X \{a}, unde ae X N X’ si daca

toate functiile f,, sunt continue in punctul a , atunci sirul de functii (fn) este uniform

n
convergent pe X si limita sa este continua in a.

2) Teorema 2.1.6 rimane valabild dacd functiile f, sunt continue la stanga (la
dreapta) Tn punctul a si atunci functia f va fi continua la stanga (la dreapta) in punctul a.
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3) Conditia ca sirul de functii (fn )n sa fie uniform convergent pe mulfimea X este

numai suficienta, nu si necesara, pentru ca functia f sa fie continua intr-un punct a.
Exemplu

Fie sirul de functii (f,) definite prin f (x)=x", x&(0,1). Pentru acesta,

n
limx"=0=f (X), (V) Xe (0,1). Functia f si functiile f,, sunt continue, dar sirul de

N—00
functii considerat nu este uniform convergent.

Corolar
Un sir (fn )n de functii continue pe X, uniform convergent pe X, are limita o functie

continua pe X.

Teorema Dini. Daca sirul de functii (f, )n, fn i1 —>[1, este simplu convergent

citre functia f .1 —[J , unde | este un interval compact si daci (fn)n este monoton Tn

fiecare punct al lui I, iar functiile f,, si fsunt continue pe I, atunci convergenta sirului este
uniforma.

Teorema 2.1.7. Fie | un interval marginit si (fn) un sir de functii derivabile, definite

n
’

pe I. Daca (fn )n converge uniform catre f si sirul derivatelor ( f )n converge uniform pe |
citre o functie g, atunci functia f este derivabilid pe I si f '(X) =g (X), (V) xel.

Observatie
Reciproca acestei teoreme nu este adevarata. Un sir de functii (fn )n poate fi uniform

-

convergent catre functia f, cu fn derivabile si f derivabila, fara ca sirul derivatelor ( fn' )n sa

fie uniform convergent.
Exemplu

Sirul f ( )

f(X)E 0, termenii sirului si functia limitd sunt derivabili pe [0,27‘[], dar sirul derivatelor

fo(X)=Ccosnx nu este convergent pe 0,27].

mnnx

€[0,2m] este uniform convergent pe [0,27] citre functia

Teorema 2.1.8. Daca (f, )n
interval [a,b] catre functia f, atunci:

este un sir de functii continue, uniform convergent pe un

b
li f x)d f(
fim [ )= [ ()¢

Exemplu
cosnx

Sirul de functii f,(x)= definit pe [0, ] este uniform convergent pe [0, 7]

catre functia f (X) =0.
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/2

(I > 1 . nrn X
Avem —- I cosnxdx=—2-smnx :—2-sm7—>0,cand n—oo.

n 0 n 0 n

2. Serii de functii

Definitia 2.2.1. Seria f1+ f2 +..+ fn +..., unde fl, f2,..., fn,... este un sir de
functii definite pe aceeasi multime X, se numeste serie de functii.

o0
Notatie: Z fn .
n=1

o0
Pentru orice Xy € X avem seria numericd an(xo), serie care poate fi
n=1
convergenta sau divergenta.

o0
Definitia 2.2.2. Multimea punctelor X € X pentru care seria Z fn este
n=1
o0
convergentad se numeste multimea de convergentd a seriei Z fn .
n=1
Exemplu
n

X
Cu sirul de functii f, (X) = xell, n=0,12,... se formeazi seria de functii
n!

© N
ZX—, care are multimea de convergenta (— 0, oo).
it
(e 0]
Definitia 2.2.3. Seria de functii Z fn este simplu convergenta pe X cétre o functie
n=1
f, daci sirul sumelor partiale (S,) , S, = f, + f, +...+ f,, este simplu convergent pe X

catre f, pentru orice Xx.

n )

e e}
Functia f definita pe X se numeste suma seriei Z fn .
n=1

e 0]
Definitia 2.2.4. Seria de functii Z fn este simplu convergenta pe X cétre o functie
n=1
f, daca pentru (V) €>0 si pentru (V) X € X existd un numir n(a, X), astfel incat pentru

orice n > n(s, X) sd avem

(%) + o (x)+...+ f(x)— f(x) <e.
Exemplu
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, .\ sinnx
Seria de functii Z—,

2
n=1
Pentru a demonstra aceasta, fie sirul sumelor partiale:

X €] , este simplu convergentd pentru orice X real.

sinXx sin2x sin nx 1
s, (X)= + ot = s, ( <—+—+ H—=U,,
12 22

n 2
unde sirul cu termenul general U,, este convergent.

Definitia 2.2.5. Fie seria de functii Z f,, f,: X cll =0, pentru (‘v’) nel”

n=1
o0
Seria Z f, este uniform convergenti pe B Ac X, unde A este multimea de
n=1

convergenta simpla, daca sirul sumelor partiale (Sn )n este uniform convergent pe B.

Definitia 2.2.6. Seria de functii Z f, este uniform convergenta pe X citre o functie
n=1
f, daca pentru (V) £>0, (3) n(e), astfel incat pentru orice N > N(g) sa avem

| (%) + fo(X)+ .ot £y (X) = F(x)| <&, (V) xeX.

Exemplu

. . N on 1 . .
Fie seria de functii ZX , X€|0,=|. Pentru aceasta, sirul sumelor partiale
n=0 2
1 Xn+1
sn(x):1+x+...+x”:1—+ .
1

seria este uniform convergenta pe I:O, E} .

1
converge uniform citre functia f (X) = 1— , deci

Criteriul general de convergenta uniforma

o0
Seria de functii Z f, este uniform convergenti pe X ] daci si numai daca
n=1

(V) e>0, (3) n;el, astfel incat ‘fn+1(x)+ freo (X)+..+ fo (X 1<s,
(V) n>n,, (V) pel’, (V) xeA.
Criteriul lui Weierstrass
Fie sirul de functii ( f,)

o f,:Xcl >l si (an )neD un sir de numere reale

strict pozitive. Daca |fn(x)|san, (V) Xxe X, (V) Nell, si dacd seria de numere
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Z a,, a, >0 este convergenta, atunci seria de functii Z f, (X) este uniform convergenta

n=1 n=1
pe X.
Exemplu
Fie seria de functii Z— Xe(l oo) Aceasta este uniform convergentd pentru
n=1 n
orice X e(1,00), deoarece pentru (V) xe(Lw), (3) ae(lo), cua<x; deci,
1 1 = 1
— < 3 1ar seria numerica —— este convergenta.
n* n ~n?

Teorema 2.2.7. Fie sirul de functii continue ( f, )neD , f,: X cll - . Daca seria
o0
Z fn este uniform convergenta pe X catre f, atunci functia f este continua pe X.
n=1
e 0]

Teorema 2.2.8. Fie seria de functii Z fn uniform convergenta pe X catre functia f.
n=1

Daci functiile f, sunt derivabile pe X si seria derivatelor Z f, este uniform convergentd
n=1
pe X citre functia g, atunci functia f este derivabili pe Xsi f'=(¢.

Exemplu

] cosnx .
Seria Z T XG[O,ZTE], este uniform convergenti pe [0,27':], deoarece

cosnx| _ 1 _ _ — Sin nx . .

3 —3 Seria derivatelor este —Z—Z, care este uniform convergentd pe

n n — N

sinnx| _ 1 \ - :
[O,2n], deoarece |— <— . Notand cu f(x) suma seriei considerate vom avea
n n
sinnx

f'(X):—Z , xe[0,2n].

n=1 n
Teorema 2.2.9. Fie seria de functii Z f, uniform convergentd pe [a,b] citre

n=1
functia f. Daca functiile f sunt integrabile pe [a,b], atunci functia f este integrabild pe

[a,b] slif )dx = ij

n=l3
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Observatie. Teorema serveste nu numai pentru calculul integralei definite a unei serii
de functii, ci si a primitivelor pe orice interval continut in multimea de convergenta uniforma
a seriei considerata.

Exemple

COSX CO0S2X COoSnx
+ +...+

+... este uniform
12 22 n?

1) Seria trigonometrica f (X) =1+

convergenta pentru orice X real.

sinx sin2x sin nx
e + 53 +... 3

2) Seria de functii 1+ X + X% +...4+ X" +... este uniform convergentd pentru orice

Rezulta ca j f(X)d X=C+X+

X € (1) si are suma . Deci, pentru X € (~11) avem

2 n
idx:C+5+X—+...+X—+...:—In(1—x)+C'.
1-x 1 2 n
2 n
Pentru x=0, C=C' = In(1-X)=—> -2 - - X |x<1.
1 2 n

3. Probleme rezolvate
2.3.1]  Si se arate ca sirul de functii (fn )n , i Z[O,l] -, f, (X) =x" (1— Xn)

este convergent, dar nu este uniform convergent pe [0,1].

Indicatie de rezolvare:
Pentru X € [0,1] = lim f, (X) =0, deci sirul de functii este simplu convergent citre
N—>o0

functia constanta f (X) =0, (V) Xe [0,1] .

Pentru a ardta ca nu este uniform convergent catre f, se considera X, = 271N ¢ [0,1],

pentru care fn(xn):%, (V) nel .

2.3.2| Si se arate ci sirul de functii (fn )n . 2(1,00) — [, definite prin:

.o T .
f.(x)= \/(nz + 1)- sin? =+ nx —+/nx este uniform convergent.
n

Indicatie de rezolvare:
2

(n2 +1)-sin2 T (nz +1)'nz 2 2
0< f,(x)= Lt <2“f:”f.
\/(nz +1)-sin27r:+nx+\/& 2vn 2vnn
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2
Utilizind teorema anterioard pentru a, =—— — 0, rezultd ci sirul de functii

Jn

converge uniform citre functia constanti f (X) =0.
_ . ) . 1
2.3.3 Si se arate ca sirul de functii (fn)n’ f, .[0,00)—)D , fn(X)— ~.e
n
converge uniform catre functia f (X) =0, xe [O, oo).

2.3.4 Sa se arate ca sirul de functii (fn)n este uniform convergent pe intervalul
indicat, pentru:

X2 X
a) fn(X):m, XE[l,OO),b) fn(X):m, X€[3,4];
x" COS NX
f =—) 1,00);d) f =—, 0,m|.
o) fn(x) (1+X2n)n xe[Loo);d) f,(x) . xe[0,7]
Indicatie de rezolvare:
X2 1 1 , y .
a) Oﬁﬁﬁ—ban =— —0, de unde sirul de functii converge uniform
n-+x" 2n
catre functia constanta zero;
b) f(x)=0;
¢) 0<f (X)<—=a,=— 0= f(x)=0;
_nX_2—n:>an—2—n—):> X)=U;
d) f(x)=0.
2.3.5| Sa se arate ca sirul de functii (fn)n converge simplu, dar nu converge
uniform:
X
a) fn(X)Zm, XE(O,OO);

Xn
b) fn(X):m, XE[O,l].

Indicatie de rezolvare:
a) lim fn(X)ZO, deci sirul de functii converge simplu catre f(X)ZO; pentru
N—>o0

1
X=n= f, (X) = E’ (V) N el , deci sirul nu converge uniform;
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b) f(x)=0, xe[01) si f(l):%. Se alege X, =1—%€[0,1], pentru care

1\" T e
f, (Xn ) = (1 — —j 1+ (1 — —j —> ——, deci sirul nu converge uniform.
n n e+1

2.3.6] Si se arate ca sirul de functii (fn)

n
fo(x)=>"2" -sin 1
k=1 "X

fi :(O,oo)—)D , definite prin

n H

" nu este uniform convergent.
3

Indicatie de rezolvare:
Se arata ca nu se verifica criteriul lui Cauchy, adica (El) € >0, astfel Tncat pentru

(V) nell, (3) x, €(0,) si (3) py el cu ‘fn+p(xn)— fn(Xn)‘>8

‘ fn+p(x)_ fn(x)i =

2
32n+1n

2+ ...+ 2™P sin

-sin — -
3 x 3Py

sipentru X = X, =

) 1 . T n . 1 . n T —n-1
sin—— =sin3"- = =(-1)" ..., sin —sin3P " 1.2 =(-1)P
3n+1xn 2 ( ) 3n+pXn 2 ( )

siluand p=n =

| f2n () = f (X)| =

— 2n+1

2”*1(—1)n o420 (—1)‘ =

1

1—2+4+...+(—1)n_12”‘1 >§:8'

2.3.7] Sia se arate cd sirul de functii (fn)n’ f,:l0 >0, definite prin

1\ coskx
f
=2 )

este uniform convergent si limita sa este o functie continua pe [ .
k=1

Indicatie de rezolvare:
Se aplica criteriul lui Cauchy.

O £ () = cos(n+1)x ) cos(n+2)x . cos(n+ p)x 3
o0 0~ =l e e 2)ned) nr o) (e pod)
1 1 1

SiDn+2) (n+2)(n+3) T (nep)(n+prl)
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1 1 1 1 1 1
< — + — + .t — =
n+l n+2 n+2 n+3 n+p n+p+l
1 1 1
= — <
n+1 n+p+1 n+1

<E.

Deci, sirul de functii este uniform convergent, iar functiile f, fiind continue pe [ ,

rezultd ca limita sirului va fi o functie continua pe [ .
2.3.8] Si se studieze convergenta sirului de functii (fn )n B [0,1] — [, definite

X" x
prin fn(x):T, (V) nel

Indicatie de rezolvare:
Functiile f,, sunt continue pe intervalul compact [O,l].
n

lim — =0, deci sirul este simplu convergent citre functia constanti f =0
n—o N

continud. De asemenea, sirul de functii considerat este monoton descrescator in fiecare punct
Xe [0,1], deci conform Teoremei Dini, sirul este uniform convergent.

2.3.9 Sa se determine multimea de convergentd, A, pentru urmatoarele serii de
functii:

a) Zl(l+%j .(11—_2Xxj . xell \{%};

o0 2 n
b) Z(—l)”ﬁ-(l XZJ,XGD:

s 1+Xx
c) i(Z—x)(2—x1/2)-...-(2—x1/”),x>O;
n=1
d) iix-ln(1+a”), a>0, xell;
n=1n
= 2n?+5 x )1
©) nZ;m +3n+2 (2X+1j ’Xi?
— 2n+1
0;
K Z:; n+1 X;t

g) 2" -smin, xell;
n=0 3
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=\ COS NX
h) Z o cxell;

n=0
= n
) —, x=0
Xn
n=1

Indicatie de rezolvare:

o0

1
a) pentru X €' \{E} arbitrar fixat, se considerad seria numerica Z fn(X), unde
n=1

1" (1-xY" . o
f, (X)= 1+—1 - 17 . Pentru aceasta se studiaza convergenta absoluta, utilizand
n —2X

criteriul radacinii.
1-X

Rezultd ci I|m ,”/‘ =
1—2x

1— 2 1 12 . . 5
<l Xxe (— oo,O) U| —,00 |.Pentru Xe|0,= [U| =,— | seria este divergenta,
1-2x 3 2 2 3

deoarece nu este verificatd condifia necesara de convergenta a unei serii;
‘ n+1( ‘1 X ‘ Inn ‘1_)(2‘
b) lim = lim = 5
n—oo n XX nN—o0 1+X In(n+1) 1+ X
pentru (V) Xel \{ }

, de unde seria este absolut convergentd pentru

<1,

o0

. . g n 1 y
Pentru X =0, se obtine seria alternati Z(— 1) -——, care este convergenta.
s nn
Rezulta ca multimea A de convergenta a seriei de functii este [ ;

C) deoarece lim Wx =1 si x>0, rezultd ci de la un anumit rang Ny, termenii
N—00

seriei de functii vor avea acelasi semn, cici 2 — Q/? >0, (V) N =N, . Se va obtine, astfel, o
serie cu termenii pozitivi, pentru care se aplica criteriul Raabe-Duhamel.

: f, (X
lim n ﬁ —1|=In X, de unde rezulti ca pentru X > € seria este convergent,
o | oy (X)

pentru X <€ este divergenta, iar pentru X =€ seria este divergentd, utilizand criteriul al
0
doilea de comparatie cu seria divergenta l .
n=1
De asemenea, pentru X = 2 seria este convergenta, deoarece f,,(2)=0.
Rezultd multimea de convergentd A= {2} ) (e, oo);
d) pentru ae [0,1) = A=[] .Pentru a=1= A= (1, oo).
Pentru a € (1, oo):> A= (2, oo);
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e) A:(—oo,—l)u(—:—lg,—%ju(—%,ooj,
f) A:(—oo,—l]u[l,oo),

g) A=0L;

h) A=(0,);

) A=

x, xe[0,1]
2—-x, xe(1,2]

2.3.100 Fie functia f (X) 2{ si avand  proprietatea

0 AN
f (X)z f (X+ 2). Fie F(X) = Zj—n - f (4n . X). Sa se arate ca:
n=0
a) F este continui pe [ ;
b) F nu este derivabili pe [ .

Indicatie de rezolvare:
a) f este continui pe intervalul compact [0,2] si subunitard. Cum ea este periodica de
perioada 2, rezulta ca este subunitara pe Ll , deci marginita.

0 n 0
Se demonstreaza ca seria de functii Z—n f(4n -X)z U, este uniform

convergenta

3

85 (X) =y (X) Uy (X) o U (X) = £ (x){ﬂ. f (4-x)+(%)2- f(42%)+ .t

Aplicand criteriul de convergenta al lui Cauchy, se obfine:

3 n+1 3 n+p
Snip(X)=S, (X)) == -fl4 " -X)+..4+|— ~f(477F - x
‘ p() ()‘ (4) (n+l ) 4) (n+p )

el )

n+1
< (ZJ -4 — 0, pentru n — x;

<

rezulta ca sirul sumelor partiale este uniform convergent, deci seria este uniform convergenta
si F este continua;

57



b) fie xell arbitrar fixat si mell fixat. Atunci (4m -X)ED si deci existd

k e[, astfel incat k£4m-xSk+1:LSXSk+l.
4" 4™

=0y SX<B,.

5 k k+1
Notam o, =4—m, By = am

Fie numerele reale (4n -ocm), (4n -Bm).

pentru m=n=>(4"-B,, —4" -0t )= 4" M (k +1-k)=4"" =1,

Pentru n > m:>(4n By —4" -am):4”‘m =nr. par.

_ 1
Pentru n<mM = (4“ B —4" -ocm)z A" = = de unde rezultd ca, in acest
4m—n

caz, nu existd nici un numar intreg cuprins intre ele.

f (4n -Bm)— f (4n Yo )‘ = {4;:’>nr: m si deci:

I ERICEADYHRITES

GICCINRITRN B A

Din acestea rezulta

5o (3 o 5T e

Cum lim (Bm_am)zo,rezultécé lim F(Bm)_F(am)

m—oo m—co Bm — Oy

= +00, deci F nu este

derivabila pe [] .
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4. TEST DE AUTOEVALUARE

Sa se arate ca sirul de functii (fn )n ,  definite  prin
n
f, (X) = 2_3 -sinkx, X el , este convergent pe [ , iar limita sa este o functie continua,
k=1
cu derivata continua pe [ .

Sd se arate cd sirul de functii f, 2[0,1] -0, f, (X) =n-x-e ™%
1 1
converge, dar lim | f, (x)dx = | lim f,(x)dx.
n—oo n—oo
0 0
Sa se arate ca sirul de functii (fn )n , definite prin
nx .
fo(x)= o) x €[0,1] converge neuniform pe [0,1], dar
(1+n )
1 1
lim | f,(x)dx=| lim f,(x)dx.
N— o0 n—oo
0 0
El Sa se determine mulfimea de convergentd si uniform convergenta a seriei
(e 0]
X X
X+ Z — , 0<x<1. Si se determine suma seriei.
—~1+nx 1+(n-1)x
n=1
Utilizand criteriul lui Weierstrass, sd se studieze convergenta seriilor de
functii:
3
a) , Xell ;
:E: 1+-n x*
< 1 COSNX
b) > |e-|1+= 0
= n n+1
1
C) ——, Xell;
Z X + 2n

d)zza mnyl , x#0, [a]<3.
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LECTIA 4 - SERII DE PUTERI

1. Serii de puteri

0
Definitia 2.4.1. O serie de forma Zanxn, a, €l , se numeste serie de puteri.
n=0

Observatie. Multimea de convergenta a unei serii de puteri contine cel putin un punct
si anume punctul X = 0, pentru care seria de puteri este convergenta §i are suma .

Exista serii de puteri care au multimea de convergenta formata dintr-un singur punct si
existd serii de puteri convergente pentru price x real.
Exemple

o0
1) Seria de puteri Zn!-x” este convergentd numai in punctul X =0, deoarece
n=0
pentru orice X, # O exista un rang n pentru care [N - Xo| >1 si deci lim kx| =oo.
N—>0
n

o0
. . X .
2) Seria de puteri Z_l este convergentd pe [J, deoarece pentru orice
n=0
U, X
Xo € R = |2 :M—>O pentru N — co.
u, | n+1

Teorema | a lui Abel

e}
Pentru orice serie de puteri Zanxn, a, €ll , existd un numar p =0, finit sau
n=0
infinit, pentru care :
a) seria este absolut convergenti pe intervalul (— [0} p);

b) seria este divergentd pentru ‘X‘ >p;
C) pentru orice I € (0, p) seria de puteri este uniform convergenta pe [—r, r].

Numadrul p se numeste raza de convergentd a seriei, iar (— p,p) intervalul de
convergenta.

Observatie. Teorema lui Abel nu spune nimic in legdturd cu convergenta sau
divergenta seriei de puteri in punctele din capetele intervalului de convergenta.

Teorema 2.4.2 (d Alembert)

. . . - n U H an+]_ e . [ .
Fie seria de puteri Zan X" . Daca lim =\ finitd sau infinitd, atunci raza
n=0 nN—oo an

de convergenta a seriei de puteri va fi:
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l, 0<A<oo;
A

p=10, A=+ox;
400, A =0.

Teorema 2.4.3 (Cauchy-Hadamard)

o0
Fie seria de puteri Zan -X" . Daca limsup?/|a,| =A finita sau infinita, atunci
n=0 Nn—o

raza de convergentd a seriei de puteri va fi:

l, 0O<A<oo;
A
p=10, A=+o0;
o0, A=0
Corolar 2.4.4. Suma unei serii de puteri este o functie continua pe intervalul de

convergenta.
Corolar 2.4.5. Suma unei serii de puteri este uniform continud pe orice interval
compact continut in intervalul de convergenta.

0
Teorema 2.4.6. Fie seria de puteri Za” -x" convergenta in intervalul (— o3 p).
n=0

o0

Seria formata cu derivatele termenilor sai, Zn-an xL va avea acelasi interval de

n=1
convergenta.
Corolar 2.4.7
Daca s(x)= Y a,-X" si @(x)=) n-a,-x"*, awnci s'(x)=¢(x),
n=0 =1
(V) Xe (—p,p).

Corolar 2.4.8. Suma seriei formata cu derivatele termenilor unei serii de puteri este o
functie continua si derivabila pe intervalul de convergenta.

o0
Corolar 2.4.9. Daca Zan X" este o serie de puteri cu raza de convergentd P,
n=0
atunci:
a) seria formati cu derivatele de ordinul n ale termenilor seriei are aceeasi razi de
convergenta;
(e 0]
b) suma s a seriei Zan - X" este indefinit derivabild pe intervalul de convergentd
n=0
si derivata de ordinul n este egald cu suma seriei derivatelor de ordinul n pentru orice

xe(=p.p).
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o0

Teorema 2.4.10. Daca Zan X" este o serie de puteri cu raza de convergenta P,

n=0
atunci pentru orice interval inchis [a, b] - (— P, p) seria de puteri poate fi integrata termen
b o0 b 0]
. n n
cu termen si I f(x)dx :Zjan X" d X, unde f(x):Zan X
a n=0 g n=0
Exemplu
© 2n+1
. n X .
Seria Z(— 1) : are raza de convergentd p =1.
- 2n+1
n=0
o0
Seria derivatelor Z(— l)n X2 are aceeasi raza de convergenta si are suma
n=0

1
f(X)z 5 deci suma seriei initiale este S(X) =C+ arctgx. Pentru Xx=0,
1+ X

C =0 = s(x)=arctg(x).

2. Operatii cu serii de puteri
o0 o0
Fie doua serii de puteri Zan X" si an X" cu razele de convergentd P i
n=0 n=0
P, . Atunci:
o0
a) suma celor doui serii de puteri este tot o serie de puteri Z(an + bn ) x" | care
n=0
are raza de convergentd p > min (pl, pz). Daca A(X), B(X) sunt sumele celor doua serii de
o0
puteri si S(X) este suma seriei Z(an +b, ) x", atunci
n=0

S(x)=A(x)+B(x), (V) xe(-p.p);

b) diferenta celor doud serii de puteri este tot 0 serie de puteri Z(an —b, ) x"
n=0
care are raza de convergentd P =>Min (pl, pz); daca D(X) este suma seriei
Z(an ~b,)-x", atunci D(X) = A(X)— B(X), (V) X e (—p,p);
n=0

C) produsul celor doui serii de puteri este tot o serie de puteri:

ay-by +(ag by +a,-by) - x+...4(ay b, +a;-by 4 +...4+a,-by) X" +...,
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care are raza de convergentd p = Mmin (pl, Po ); daca P(X) este suma seriei produs, atunci

T(x)=AX)-B(x), (¥) xe(-p.p):

d) citul a doud serii de puteri A(X) si B(X), by #0, este o serie de puteri
o0

= ch - X", cu coeficientii definiti de egalitatea A(X) = B(X)- C(X).
n=0

3. Serii Taylor si Mac-Laurin

Fie f:1 > o functie indefinit derivabila pe intervalul | si fie un punct X interior
lui I. Formula lui Taylor pentru functia fin punctul X, este:

F(x)=f(%)+ XLXO . f’(x0)+...+%- £V (%) + R, (), xel .

Daci sirul (Rn (X))n, pentru X € X < | este convergent citre zero, atunci seria

o0
1 :
Z—I f(n)(Xo)-(X—XO)n numitd seria Taylor a functiei f in punctul X, este
n=0
convergentd pentru X € X | catre functia f.

Formula  f(x)= f(xg)+ X—llxo : f’(x0)+...+w- F (%) +... se

numeste formula de dezvoltare a functiei f n serie Taylor in jurul punctului X .

Teorema 2.4.11. Seria Taylor a functiei f Tn jurul punctului X, este convergenta intr-0

vecindtate V a lui Xy, daca derivatele de orice ordin f (n) sunt egal marginite pe V, adica

‘f(”)(xj<M, (V)xeV.

o0
. 1 .
Observatie. Daca X =0, atunci seria Z— -Xn se numeste serie Mac
Laurin pentru functia f.
4. Probleme rezolvate

2.5.1]  Sa se determine multimea de convergen‘;é pentru urmatoarele serii de puteri:

9 Yh-(2r)x b)Z sy
n=1 nln
00 n2+n 0 n

d)nZ:: 1+%j X" e) _O(In::) X", a>0;

o0

f) Z(1+ +ot j g)Z )= (x=1)";

n=
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si intervalul de

convergenta este (— 3,3); pentru X =3 si pentru X =—3 seria este divergentd, deoarece nu
este verificatd conditia necesara de convergenta a unei serii, deci multimea de convergenta

este (—3,3);

i 1 .1 S . y

c) A=Ilimnp—=1Im ==0=p=o si deci multimea de convergenti este

n»o\n"  n-owon
U5

11

d) (——,—j;
e e

e) U;

) (-11);

g) se considerd seria de puteri Zan : y“, y=X-1, si se obtine multimea de

n=1
convergenta (0,2];
h) -3;
i) (~e-3,e-3).

2.5.2 Sase determine raza de convergenta pentru seriile de puteri:

1 1
a) Za x", unde a,, = o Bn= o
n=1

Indicatie de rezolvare:

a) lim Sup1/ =Asi p—1 avem

Nn—o0

1
lim 2n—_1, lim 2 = A =max-<1, =1= p=1;
oim 2, =% im \1/ ( { ﬁ} P
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. 1
= lim =
n—oo
n

< < .. n < < <
Daca raza de convergenta a seriei Z a, X este pe (0, oo), sa se gaseasca
n=0
raza de convergenta a seriilor de puteri urmatoare:

a) Za{]“ X", mell"b) Y a,-x", mell™;
= n=0
)Zl+\an\

Indicatie de rezolvare:

b) p=Ilim

n—oo

1
a-n+1 €

m m
o o any | _om,
a) p=Ilim—=p;=Ilim—=Ilim =p;
n—o0 a9 N—o0 aml n—wla, g
o0
b) se noteaza y = X", rezultd ca seria de puteri Zan y” are raza de convergenta
n=0

o m
P, deci seria este absolut convergenta pentru |y| <p= ‘Xm‘ <p= |X| <p= |X| < ”Q/E,
o0
deci raza de convergenta a seriel Zan X" mell este P = r{‘/B;
n=0
¢) py = max(p.1).

2.5.4 Sa se determine mulfimea de convergentd si suma urmatoarelor serii de

puteri:
© L X ® 2n+1
n+
a) - ) )
Z( RPN ey
3n+1 ®
0) Z [ Z n+1)-
n=0
Indicatie de rezolvare:
a) se calculeazi raza de convergenti a seriei de puteri.
. |a : n 1
A= lim =% = lim —— =1= p == =1. Intervalul de convergenta este (— 1,1).
n—oo a, n—o N+1 A

Se studiaza convergenta in capetele intervalului.

65



o0
. . .. o n+1 1
Pentru X=1, se obtine seria numerica alternata Z(— 1) * -—, care este
n
n=1

o0
convergenta, iar pentru X =—1 se obtine seria — Z — , care este divergenta.
n=1 n
Deci, mulfimea de convergenta a seriei este (— 1,1].
Fie f (X) suma seriei de puteri.
— 1
Awnei £'(x)= 3 (<) X" =[x <1,

) + X

Prin integrare, se obtine f (X) = In(1+ X) +C, Xe (—1,1). Pentru determinarea

constantei de integrare C, se considera X =0, de unde se obtine C=0. Prin urmare,
f(x)=In(1+x), xe(-11).

Deoarece seria de puteri este convergenti si in punctul X =1, rezulti ci functia f (X)

este continui in acest punctsi f (1) =1lim In (l + X) =1In2;
x—1

b) multimea de convergenti este [—l,l]. Fie f(X) suma seriei de puteri. Atunci

%

F(x)= > (-1)"-x*" =
n=0

va obtine C =0, deci suma seriei de puteri este f (X) =arctgx, xe (—1,1). Cum seria de

puteri este convergentd si In capetele intervalului de convergentd, rezultd

f(—l):arctg(—l):—g si T(1)= arctgl—g

C) multimea de convergenti este (—l,l]. Notand cu f(X) suma seriei de puteri,

vl X| <1. Deci, f(x)=arctgx+C si pentru X=0 se
+X

I
I
|
~—
>
X
w
=

rezulta f'(X) de unde

3 1

X+1 —
13dx=ll ( +) L arctg2X 1,
1+ X 6 xZ—x+1 \/_

d) multimea de convergenti este (— l,l). Pentru calculul sumei seriei de puteri se

pleaca de la seria de puteri Z XnJrl , care are suma

n=0
X , .
Q(X)ijg(x B Z_:”+1
n=0
iy . 1
rezulti ci suma seriei de puteri este f (X) =
(1-x)
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00 n

X
2.5.5 Sa se demonstreze ca seria Z — este convergenta pentru orice X € [— 11]

n

n=1

lar suma ei f verifica ecuatia
, , 1-x
(1-x)- f'(1-x)—x- f'(x)=In—=, xe(0,1).
X

Indicatie de rezolvare:

an+1
an

A= lim =1=> p =1, deci intervalul de convergenta este (—11).

nN—o0

o0
1
Pentru X =1, se obtine seria Z— care este convergenta.

2’
=l
0 n
-1
Pentru X = —1, se obtine seria alternati Z ( )

, convergenta, cu Leibniz.

2
n=1 n
Deci, multimea de convergenti este [— 1,1].
0 Xn o0 Xn—l 00 Xn
S iderd f(X)= ) —=f'(x)=) —=x-f'(x)= ) —.
e considera () ;nz () 2 () 2/
o0 X o0
Fie g(x ZF = g'(x :Zx” 1o XE(O,].).
n= n=1

Rezulta ca g(x)=—In(1—x).
X- f '(X) =—In (l— X) = (1— X)- f '(l— X) = —In X si se verifici ecuatia dati.
(_ 1)n . XSn

t
2.3.5.6-..-3n-1)3n)

2.5.6) Sa se arate ca seria de puteri 1+Z

convergentd pe [J si ca suma ei verificd ecuatia

f"(x)+x- f(x)=0, (V) xell .

Indicatie de rezolvare:

an+l
ap

lim

nN—0o0

=0 = p =00, deci seria de puteri este convergenta pe L] .

) 0 (_ 1)n . X3n ]
Notandu-se cu f(x)=1+ Z , rezulta
£~2.3-5-6-...-(3n—1)3n)
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=1 Z -(3n-3)

2

si prin inlocuire se verifica ecuatia data.
Sa se determine o serie de puteri convergentd pe [] si astfel incat suma f a ei
sa verifice ecuatia

x- f"(x)+ f'(x)+x- f(x)=0, (V) xell .

Indicatie de rezolvare:

Se cauta f de forma f Za . Derivand de doud ori termen cu termen,
obtinem:
6] o0
=>"n-a, x"" si £7(x)=> n(n-1)a, x"?,
n=1 n=2

pe care Tnlocuindu-le in ecuatia ce trebuie verificata, rezulta identitatea

a +§:(n2an + an_z)- x"=0, (V) xell.
n=2

De aici rezulta ca & =0, n’. a,+a,_,=0,n=2.3,...,adica

azk_l =Osia2k :(—1)k 'ﬁ, k ED .

X2k

Pentru ap =1=1+ Z(— 1)k " care este o serie de puteri convergentd
a4
pe L .
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5. TEST DE AUTOEVALUARE

Sé se determine mulfimea de convergenta si suma urmatoarelor serii de puteri:

© © 4n-3

N e X
2) Z_;,(—l)“ H(2n-2)- X" ) Z_;Lm_s;

¢) > (n+1)fn+2)n+3)-x";

n=0

d) 1+Za(a—1)..r.](la—n +1) X", aell .
n=1 )

Fie un polinom P ell [X] Si se calculeze suma seriei de puteri

n

iP(n)-X—', Xxell.

=0 n!
Sa se arate ca functiile:
a) f (X):Sinx, xell:
b) g(x)=cosx, xell ;

¢) h(x)=e*, xe[l, se pot dezvolta in serie de puteri pe [ si si se determine

seriille Mac Laurin corespunzatoare.

El Sa se arate cd functiile urmatoare se pot dezvolta in serie de puteri si sa se
gaseasca dezvoltarea, precizandu-se intervalul in care aceasta este adevarata:

a) f(x):(1+x)a, x>-1 ael \{012,..};
b) f(x)=arcsinx, xe[-11].

‘ , x_ (n+ 1)n
Sa se demonstreze inegalitatea 8" > T (V) nell .
n!
|§| Sa se calculeze, utilizdnd formula lui Taylor, limita
. 1l+x-1
lim —————.
X—0 X
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6. TEMA DE CONTROL

Sa se demonstreze ca seriile urmatoare sunt convergente pe multimile
indicate, iar sumele lor sunt functii continue pe aceste multimi:

sinnx

) 2T
: Z:x/n +x° "

=, sin 2n 1
Z ,XeD;
n=1

el

2n 1
a o0
C) _x’ 0 < X <00, unde seria numerica Z a,, este absolut convergenta.
n=1 n n=1
Este posibil ca o serie de functii continue pe o multime X sa conveargd

neuniform pe aceastd multime citre o functie continud?

Este posibila derivarea termen cu termen a seriilor:

a) i[ ~(n-1)x } xe[0,4];

n=,

b) %In(1+x2)+§: —In(l+n X ) 2(%—1)"](“(”_1)4)(2) , xe[0,1]?

n=2

Este posibila integrarea termen cu termen a seriei:
o0
2y 2 _—(n-1)*x?
ZZX[nZe "X (n—1)?e ("X } xe[0,1]?
n=1

o0

Sa se arate ca seria Z(Xn —xAox 1y in_z) converge neuniform pe
n=1
[O,l] si totusi
1T o w 1
J' Z(Xn _x2n - X2n—2) dx = ZI(Xn _x2n X2n—2)d X
oLn=l n=l o
0 2n
|§| Fie seria de puteri Z :
—=2n+1

a) Si se determine multimea de convergent si si se calculeze suma ei.
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b) Si se arate cid suma seriei de puteri, S, verifici ecuatia diferentiald

x-S'(x)JrS(x):1 ! zxz):(lerz)-S(x).

5 si ecuatia functionala S(

— 1+ X
Sa se dezvolte in serie de puteri urmatoarele functii:
) F(X) =
X®—8x+15
b) f(x): 2—x—x?

(1—x)(1—x2);

c) f(x):ln(2—3x+x2);

|

1+ X
1-xcosa
h)y f(Xx)= ;
(%) 1—2xcosa + X2

1—x?
i) f(x)= .
) (x) 1—2xcoso + X2

Folosind dezvoltarea in serie de puteri a functiilor de sub integrale, sa se
demonstreze:
1
In(1+ X n
a J. ( ) dx =—;
X 12
0
1-a
_ In(1-x 2
b) lim ( ) dx=——
ol 0 X 6
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